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9.1 Bernoulli-Experimente

In vielen Féllen gentigt es zur stochastischen Modellierung, Experimente zu betrachten, die
nur zwei magliche Ergebnisse haben. Ein einfaches Beispiel hierfir ist das einmalige Werfen
einer Minze. Aber auch bei Experimenten mit mehr als zwei Ergebnissen (wie z. B. dem
Werfen eines Wiirfels) ist oftmals nur die Frage interessant, ob ein bestimmtes Ergebnis (z. B.
die Augenzahl 6) eintritt oder nicht (wenn unerheblich ist, welche Augenzahl zwischen 1 und
5 erzielt wurde). In solchen Féllen spricht man dann einfach von den Ergebnissen Treffer und

Niete oder noch einfacher von der Ergebnismenge Q ={T;N} , wobei natiirlich klar sein

muss, was mit Treffer (meist T) oder Niete (meist N) gemeint sein
soll.

Definition:

Ein Zufallsexperiment heif3t Bernoulli-Experiment, wenn sich sein Ergebnisraum Q in der
Form Q={T; N} darstellen lasst. Dabei gilt:

N=T

P(T)=p

P(N)=q

p+q=1 (oder:q=1-p).

Bspe.:

Warenkontrolle: brauchbar — unbrauchbar
Lotterie: Gewinn — kein Gewinn
Geburt: Junge — Médchen
Schiel3en: Treffer — kein Treffer
Prifung: Bestanden — Durchgefallen
Allg.: Treffer — Niete

Die in Basel ansassige Familie Bernoulli hat enorme Beitrédge zur Entwicklung der
Mathematik geleistet. Acht Bernoullis aus drei Generationen, die zwischen 1650 und 1800
lebten, waren ausgezeichnete Mathematiker.

Sie sind ein ungewohnliches Beispiel fir Hochbegabung auf mathematischem Gebiet. Funf
von ihnen waren wesentlich an der Begriindung der Wahrscheinlichkeitsrechnung beteiligt,
insbesondere Jakob Bernoulli (1655-1705), der gegen den Willen seines Vaters Mathematik
studierte. Mit seinen Beitragen entwickelte sich die Wahrscheinlichkeitsrechnung zu einer
respektablen Wissenschaft mit reichen Anwendungsmadglichkeiten.

9.2 Bernoulli-Ketten

Bei vielen Problemen in der Praxis treten Serien von identischen Bernoulli-Experimenten auf.
Man fasst dies dann als ein mehrstufiges Zufallsexperiment auf. So kann z. B. das
Herausgreifen von 10 Produkten aus einer Produktionsserie (bei einer Qualitatskontrolle) als
Folge von 10 Bernoulli-Experimenten aufgefasst werden. Wichtig hierbei ist, dass die
einzelnen Bernoulli-Experimente als unabhdngig voneinander betrachtet werden kdnnen. Das
Kennzeichnende dieser Serien ist dann, dass die Trefferwahrscheinlichkeit von Experiment zu
Experiment gleich bleibt und dass sich die Experimente gegenseitig nicht beeinflussen.
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Definition:
Das n-stufige Zufallsexperiment aus n gleichen Bernoulli-Experimenten mit der
Trefferwahrscheinlichkeit p hei3t Bernoulli-Kette der L&nge n mit dem Parameter p.

Bezeichnet Q= {T; N} die Ergebnismenge des Bernoulli-Experimentes, so ist

Q=0Q"={T; N}” die Ergebnismenge der Bernoulli-Kette.

Bemerkung:
Die Elemente von Q=" sind also n-Tupel, deren Stellen jeweils mit N oder T besetzt sind.

Beispiel: Ein bestimmter Schler einer bestimmten Klasse, den wir namentlich mal nicht
nennen wollen ist an einem Schultag mit der Wahrscheinlichkeit

p=P("krank")=0,1 krank und mit der Wahrscheinlichkeit q=P("gesund")=0,9 gesund.
Wir betrachten nun den Unterrichtsbesuch dieses Schiilers tiber eine Woche hinweg. Dann gilt
fur den Ergebnisraum:
={99999; 9999K; 99gkg; ....; kkkkk]
Dann folgt fir die Wahrscheinlichkeiten der folgenden Ereignisse:
P ("immer gesund") =0,9°

P("'immer krank")=0,1°
P("am1.Tag krank")=0,1-0,9*
P("an genau1Tag krank")=5-0,1-0,9*
P("am1.und 2. Tag krank™)=0,1*-0,9°
P("an genau 2 Tagen krank")= ( j .0,1?-0,9°

5
P("an genau 3 Tagen krank") = (3}-0,13 -0,9°

Definition:
In einer Bernoulli-Kette der Lange n mit der Trefferwahrscheinlichkeit p und der
Nietenwahrscheinlichkeit g gibt P}'(X =k) =B(n; p; k) die Wahrscheinlichkeit fiir genau k

Treffer an. Es gilt:
P! (X =k)=B(n; p; k) = ( j p“-q"* (ke{0:L2..n})

Diese Formel nennt man Bernoulli Formel.
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Aufgaben:
1. Ein Waurfel wird 10-mal geworfen. Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, genau 5-mal
eine 6 zu werfen.

2. Eine Urne enthélt 10 schwarze und 5 weie Kugeln, von denen genau 3 Stuick mit
Zurucklegen gezogen werden. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafur, genau 2 weille
Kugeln zu ziehen?

3. Eine nicht rechtzeitig erkannte Krankheit ist lebensbedrohend und kann nur durch eine
Operation geheilt werden, die zu 90% erfolgreich verlauft. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass von den néchsten 4 Patienten
a) genau drei Patienten gesund werden?

b) alle gesund werden?
c) hochstens zwei Patienten gesund werden?
d) mehr als die Halfte gesund wird?

Umformungshilfen:

P’ (X =k) "genau k ..."
PP”(X>k):1—PF§‘(Xsk) "mehralsk.."
P’ (X<k)=P(X<k-1) "weniger als k ..."
P’ (X2k)=1-P] (X <k-1) "mindestens k ..."
P (X<k) "hochstens k ..."

Schreibweise:

P (X <K) :Zk:Pp”(Xzi) =Zk:B(n;p;i)

4. Eine Minze wird 6-mal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafr,
a) wenigstens
b) hdchstens
5-mal Wappen zu werfen?

5. Zwei Tennisspieler A und B stehen sich bei einem Turnier in 5 Spielen gegenber.
Derjenige, der mehr als die Hélfte der Spiele gewinnt, kommt eine Runde weiter. A ist der
bessere Spieler und gewinnt ein Spiel mit 60% Wahrscheinlichkeit. Welche
Siegeschancen hat B?

6. Ein Fabrikant garantiert die Gite seiner Artikel zu 90%. Man Uberprift (mit Zuriicklegen)
5 Stiick. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, mehr als 2 unbrauchbare Artikel zu
erhalten?

7. a) Aus 10 Losen, unter denen sich 4 Treffer und 6 Nieten befinden, werden
nacheinander (mit Zurlicklegen) 4 Lose gezogen. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit zieht man dabei mindestens 3 Treffer?

b) Kann das soeben beschriebene Experiment auch dann noch als
Bernoulli-Kette aufgefasst werden, wenn die Ziehungen ohne Zuriicklegen
erfolgen? (Begriindung!)
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8. Ein Versandhaus verschickt Schokoladentafeln, pro Karton 12 Stiick. Man rechnet aus
Erfahrung damit, dass 10% der Tafeln beim Transport beschéadigt werden. Mit welcher
Wahrscheinlichkeit findet man in einem Karton genau 3 beschadigte Stticke?

9. Berechne die Wahrscheinlichkeit daftr, dass
a) bei 4 Wirfen mit einem Wurfel mindestens eine Sechs auftritt.
b) bei 24 Wirfen mit zwei Wirfeln mindestens eine Doppelsechs auftritt.
Diese Aufgabe wird als das Problem von de Méré bezeichnet. Chevalier de Méré (1606
bis1684), ein professioneller Spieler am Hof Ludwigs des XIV., war der irrigen Meinung,
dass die beiden genannten Wahrscheinlichkeiten gleich seien. Wegen schlechter
Erfahrungen wandte er sich an den Mathematiker Blaise Pascal (1623 bis 1662), der 1654
in einem Briefwechsel mit Pierre de Fermat (1601 bis 1665) das Problem l6ste und damit
die Grundlagen fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung legt.

10. Ein FrichtegroRhandler bietet leicht verderbliches Obst an. Er muss mit Reklamationen
rechnen, wenn die Ware mehr als 10% verdorbene Friichte enthélt. Um dies zu
uberprufen, untersucht ein Stammkunde stets 10 zufallig ausgewahlte Friichte und
reklamiert, wenn mehr als 1 Stiick verdorben ist.

a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit daftr, dass bei 10% Ausschuss das Obst
beanstandet wird?

b) Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Stichprobe genau 2
schlechte Friichte enthélt, so dass die Ware beanstandet wird?

c) Aufgrund dieser Ergebnisse halt der GroRhandler das VVorgehen des Stamm-
kunden flr ungerecht. Er schlagt vor, 20 Frichte zu tGberprifen und die Ware
zu beanstanden, wenn mehr als 2 Stlick verdorben sind. Ist diesesr VVorschlag
gunstiger?

11. Eine Maschine erzeugt billige Négel, von denen 20% fehlerhaft sind. Mit welcher
Wabhrscheinlichkeit sind von 20 zuféllig Gberpriiften Nageln
a) genau 5 Néagel unbrauchbar?
b) hochstens 5 Ndgel unbrauchbar?
c) Wie viele Nagel muss man wenigstens uberprifen, damit man mit mindestens
50%-iger Wahrscheinlichkeit wenigstens einen unbrauchbaren Nagel findet?

12. Bestimme mit Hilfe der Tabellen
a) B(50; 0,6; 28)

b) _123:8(30; 0,3i)
c) iB(ZO;%; i)

14. Der Fachoberschiler Ferdinand Faul hat eine Fehlquote von 20%, d.h. er versaumt
gleichmaRig in allen Fachern 20% des Unterrichts (=vorzeitige Einflihrung der 4-Tage-
Woche). Mit welcher Wahrscheinlichkeit fehlt er in einem Halbjahr mit insgesamt 100
Mathematikstunden hiervon
a) genau 20 Stunden,

b) mindestens 20 Stunden,
¢) hoéchstens 10 Stunden,
d) zwischen 10 und 30 Stunden?
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Bei einer Prufung mit 50 Fragen sind zu jeder Frage vier Antworten vorgegeben, von
denen nur jeweils eine richtig ist. Der Student Knut Sorglos hat keine Zeit gefunden, um
sich auf die Priifung vorzubereiten, und kreuzt daher wahllos an.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er

a) genau 12 Fragen richtig,

b) hdchstens 12 Fragen richtig,

c) mehr als 12 Fragen richtig,

d) mehr als die Halfte aller Fragen richtig und besteht somit die Prufung?

Eine Urne enthélt dreimal so viele weiflie Kugeln wie schwarze Kugeln. Es werden
nacheinander acht Kugeln mit Zuriicklegen gezogen. Berechne die Wahrscheinlichkeit,
dass unter den gezogenen Kugeln dreimal so viele weil3e Kugeln sind wie schwarze
Kugeln .

Aus der Geburtenstatistik erhdlt man derzeit eine Wahrscheinlichkeit flr die Geburt eines
Jungens von 0,49. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter den vier Kindern einer
Familie zwei Madchen sind?

Man rechnet mit 5% Schwarzfahrern auf einer bestimmten Buslinie. Wie viele Fahrgéste
muss der Kontrolleur mindestens nach ihrem Fahrschein fragen, bis er mit einer
Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % mindestens einen Schwarzfahrer ertappt hat?

Ein Gerat besteht aus 5 Bauteilen, die unabh&ngig voneinander mit der gleichen
Funktionswahrscheinlichkeit arbeiten. Fallt ein Bauteil aus, so arbeitet das Geréat nicht
mehr. Welche Funktionswahrscheinlichkeit mussen die Bauteile haben, wenn das Gerat
mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95% funktionieren soll?

Ein GroRhéndler versorgt 10 Geschéfte, von denen jedes Bestellungen mit einer

Wahrscheinlichkeit von p = 0,4 aufgibt.

a) Wie viel Bestellungen laufen mit groRter Wahrscheinlichkeit ein?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit weicht die Zahl der Bestellungen um hdchstens 1
vom wabhrscheinlichsten Wert ab?

Nach einem Maschinenschaden sind erfahrungsgemal 70% der Teile Ausschuss. Es
werden 50 Teile beliebig entnommen. Mit wie vielen Teilen muss man mindestens
rechnen, wenn man ein Risiko von hdchstens 10% eingehen mochte?

Ein Kfz-Handler weil aus jahrelanger Erfahrung, dass von den in Zahlung genommenen
Wagen 15% geringe, 60% mittelschwere und 25% sehr schwere Schaden aufweisen. Er
will die Wahrscheinlichkeit bestimmen, dass von den néchsten 20 Wagen, die er in
Zahlung nehmen wird bei

a) genau 10 sehr schwere Schéaden vorliegen.

b) hochstens 8 mittelschwere Schaden vorliegen.

¢) mindestens 12 geringe Schéaden vorliegen.

Stochastik SI 97
2.0 Die Samenkdrner werden in kleine Blumentépfchen mit Erde gelegt. Untersuchungen

haben gezeigt, dass bei Samenkérnern einer bestimmten Qualitét trotz
vorschriftsméRiger Pflege nur sieben von zehn ausgeséaten Kérnern auch wirklich
auskeimen. Daher wird jedes Topfchen mit genau zwei Samenkdérnern bestiickt.
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Betrachtet wird das Ereignis
T: ,,In einem mit zwei Samenkornern bestiickten Topfchen keimt mindestens
eines der beiden Korner®.

2.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit p fiir das Eintreten des Ereignisses T.
(Ergebnis: p=0,91)

2.2.0 Nun werden 20 Topfchen mit je zwei Samenkdrnern bestiickt und nach Ablauf der
maximalen Keimzeit von sieben Tagen Uberprift. Ermitteln Sie auf jeweils drei
Nachkommastellen gerundet die Wahrscheinlichkeit dafr, dass das Ereignis T bei den
20 Topfchen

2.2.1 genau 20 mal eintritt;

2.2.2 hochstens zweimal nicht eintritt.

Stochastik S1 2000

3.0 Eine Keksfabrik stellt VVanillekipferl her. Dieses leicht zerbrechliche Geback wird
automatisch in Schachteln zu je 20 Stick verpackt. Die Wahrscheinlichkeit, dass dabei
ein zunéchst unbeschédigtes Kipferl zum ,,Bruchkipferl* wird, betrdgt erfahrungsgemaf3
0,02. Dieser Wert wird von der Firma in Kauf genommen.

3.1 Berechnen Sie (auf drei Nachkommastellen gerundet) die Wahrscheinlichkeit P daftr, in
einer frisch verpackten Schachtel kein Bruchkipferl zu finden und an-
schlielend die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses
Es: ,,Von fiinf solchen Schachteln enthalten mindestens zwei ausschlief3lich
unbeschidigte Kipferl*

Stochastik SI1 2000

4.0 Eine Firma liefert an einen Handler Porzellanbecher in Packungen zu je 20 Stiick aus.
Jede Packung kann eine unbekannte Anzahl von schadhaften Bechern enthalten. Der
Héndler prift eine Lieferung, indem er aus jeder Packung zufallig zwei Becher ohne
Zuriicklegen entnimmt. Nur wenn beide Becher in Ordnung sind, nimmt er die
betreffende Packung an.

4.1 Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit, mit der dieser Handler eine Packung
annehmen wird, wenn sie eine, drei bzw. zehn schadhafte Becher enthalt.

4.2 Eine Lieferung besteht aus acht Packungen, von denen jede Packung genau einen
schadhaften Becher enthélt. Berechnen Sie jeweils, mit welcher Wahrscheinlichkeit

1) alle Packungen

2) genau die Hélfte der Packungen

3) mehr als die Halfte der Packungen

angenommen werden, wenn die Wahrscheinlichkeit fur die Annahme einer
Packung 0,9 betragt.

Stochastik SI1 2001

Bei umfangreichen Verkehrszahlungen in einer Grof3stadt wurden Zusammenhénge zwischen
der Anzahl der vorbeifahrenden PKWs bzw. LKWs festgestellt. Im Folgenden werden nur
diese beiden Fahrzeugarten betrachtet. Die dabei ermittelten relativen Haufigkeiten werden
als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

Nach dem Ergebnis der Z&hlungen handelt es sich bei 20 % der betrachteten Fahrzeuge um
LKWs.

4.0 Es wird eine Reihe von zehn hintereinander fahrenden Fahrzeugen betrachtet.

4.1 Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten folgender Ereignisse:
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E, : “Nur das flinfte Fahrzeug ist ein LKW.*
E, : “Genau die Hilfte der Fahrzeuge sind LKWs.*
E,: “Die Fahrzeuge bilden eine bunte Reihe, d.h. abwechselnde Reihenfolge in Bezug

auf die Fahrzeugart.*
4.2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafir, dass mindestens eines der zehn Fahrzeuge
ein LKW ist.
4.3 Berechnen Sie, welchen Wert die Wahrscheinlichkeit p=P(L) haben musste, dass mit

einer Wahrscheinlichkeit von 0,99 mindestens eines der zehn Fahrzeuge ein LKW wére.

Stochastik SI1 2005
2.0 An der Kasse des Erlebnisparks werden Bargeld und Kreditkarten akzeptiert. Die

Wahrscheinlichkeit, dass ein Besucher mit Bargeld bezahlt, betragt p. Es werden im
Folgenden 12 zufallig ausgewahlte Personen betrachtet.
2.1 Berechnen Sie fir den Fall p=0,8, die Wahrscheinlichkeit, dass von diesen 12

Personen mindestens 11 mit Bargeld bezahlen.

2.2 Ermitteln Sie, wie groR p mindestens sein misste, damit mit einer Wahrscheinlichkeit
von wenigstens 0,5 alle 12 Personen mit Bargeld bezahlen.

Stochastik SI 2006
1. Am 22.04.2005 wurden 812000 Tickets zur FIFA WM 2006 verlost. 900000

Menschen hatten zuvor insgesamt 8,1 Millionen Karten bestellt. Jede Kartenbestellung

hat die gleiche Chance.

Ein FuBballfan hat 16 Karten bestellt. Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit
dafur, dass er

a) keine Karte

b) mindestens eine Karte

C) genau zwei Karten

d) jeweils genau eine Karte fur das Er6ffnungsspiel und das Finale erhélt.

T131998B I
In einer FruchtgrofRhandelsfirma werden fiir eine Supermarktkette Friichte abgepackt. Dabeli

mischt man eine grofRe Anzahl von Friichten des Importeurs A und die etwas kleineren
Frichte derselben Sorte des Importeurs B im Verhaltnis 60:40 und fullt vorerst je 20 Friichte
in ein Netz.
Interpretieren Sie die relativen Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten.
1. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeiten fur folgende Ereignisse:

E,: ,Ineinem Netz befinden sich genau 12 Friichte des Importeurs A.*

E,: ,In einem Netz befinden sich mindestens 7 Friichte des Importeurs B.*
E,: ..In einem Netz sind weniger Friichte von Importeurs A als von B.*
E

.- »unter 4 beliebig herausgegriffenen Netzen sind in hochstens drei Netzen

mindestens 7 Friichte des Importeurs B.*
2.  Beim Abfllen der Friichte reif3t ein Netz mit der Wahrscheinlichkeit 0,02. Berechnen
Sie, nach wie vielen Abfillvorgéngen die Wahrscheinlichkeit fur das Reif3en mindestens

eines Netzes grofer als 95% ist.
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T 132000B 1

Ein Handler kauft eine groRe Anzahl von Energiesparlampen. Der Produzent teilt mit, dass
die Wahrscheinlichkeit flr eine defekte Lampe 3% betragt. Die Lampen werden nacheinander
mit Zurlcklegen gepruft.

1.  Der Héandler prift 5 Lampen. Bestimmen sie die Wahrscheinlichkeit fiir folgenden

Ereignisse:

A: ,,Genau eine gepriifte Lampe ist defekt.*

B: ,,Hochstens eine gepriifte Lampe ist defekt.*

C: ,,Nur die erste gepriifte Lampe ist defekt.*

D: ,,Zwei aufeinanderfolgend gepriifte Lampen sind defekt, die anderen drei
funktionieren.

Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit P, (A).

2. Berechnen Sie, wie viele Lampen mindestens getestet werden mussen, um mit tiber 95%
Wahrscheinlichkeit mindestens eine defekte Lampe zu finden.

3.0 Handler und Produzent haben einen Preisnachlass vereinbart, falls in einer Stichprobe
von 40 zufallig ausgewahlten Lampen mehr als 2 defekt sind.

3.1 Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Preisnachlass gewéhrt wird, obwohl die
Lieferung nur 3% defekte Lampen enthalt.

3.2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Handler keinen Nachlass erhélt,
obwohl 6% der Lampen dieser Lieferung defekt sind.

T 132004 B 1l

1.0 Ineinem Land wurde vor kurzem eine Reprasentativumfrage durchgefihrt, die einen
Eindruck vermitteln sollte beziglich der Einstellung der Bevolkerung zur Chemie bzw.
der chemischen Industrie.

Es ergab sich folgendes Bild:

38% der Befragten haben zur Chemie eine eher positive Einstellung, der Rest eine eher
negative.

Der Anteil derjenigen Befragten, die mindestens eine mittlere Schulbildung besitzen,
betragt 75%. 70% derjenigen Befragten, die nicht mindestens mittlere Schulbildung
besitzen, lehnen die Chemie ab.

(Alle in der Befragung sich ergebenden relativen Haufigkeiten werden im Folgenden als
Wahrscheinlichkeiten interpretiert!)

1.1 Man fragt 8 zufallig ausgewahlte Bewohner des Landes nach ihrer Einstellung zur
Chemie. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass
a) mindestens 3 davon;

b) die letzten 3 davon,
c) nur die letzten 3 davon eine eher negative Einstellung duBern.

1.2 Bestimmen Sie die Anzahl derjenigen Personen, die man mindestens befragen musste,
damit man mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 99,9% mindestens eine mit
positiver Meinung zur Chemie findet.

1.3 Berechnen Sie jeweils die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine zuféllig ausgewéhlte
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Person

a) mindestens mittlere Schulbildung hat und der Chemie gegentiber eher positiv
eingestellt ist.

b) die mindestens mittlere Schulbildung hat, der Chemie gegentiber eher positiv
eingestellt ist.

c) die der Chemie gegenuber positiv eingestellt ist, mindestens mittlere Schulbildung
besitzt.
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