8 7 Stochastische Unabhangigkeit

Kommen wir noch einmal zu dem Beispiel der Studenten (Raucher/Nicht-Raucher), die eine
Prufung bestanden bzw. nicht bestanden haben zuriick.

Es ist bekannt, dass 40% der Studenten rauchen. 65% der Studenten haben die Priifung
bestanden. Der Anteil der Studenten, die nicht rauchen und die Prifung bestanden haben
betragt 50%.

Etwas transparenter werden diese Zahlen, wenn man sie in eine Vierfelder-Tafel eintragt.

Prifung Prifung nicht Z
bestanden bestanden

Raucher
Nichtraucher

2

Es stellt sich nun die Frage, ob es besser ist Raucher zu sein oder vielleicht Nicht-Raucher in
Hinblick auf das Bestehen einer Prufung.
Der Anteil der Raucher, die die Priifung bestanden haben betragt:

Pr =
Der Anteil der Nicht-Raucher, die die Priifung bestanden haben betrégt dagegen:
Pnr =

Somit ist es fr einen Nicht-Raucher ............cccceviieiveiecenn, die Prufung zu bestehen als fir
einen Raucher.

Dieser starke Unterschied lasst darauf schliefien, dass zwischen Rauchen und Bestehen der
Prufung ein enger Zusammenhang besteht.

In diesem Fall nennen wir die beiden Ereignisse Raucher (R) und Priifung bestanden (B)

ErQIGNISSE vt sind.

Es ware also zu erwarten, dass der Anteil der erfolgreichen Prifungsteilnehmer unter den
Rauchern ebenso groR ist wie ihr Anteil unter allen Studenten. Das Ergebnis konnte also so
aussehen.

Prufung Prufung nicht Z
bestanden bestanden

Raucher
Nichtraucher

2.

Der Anteil der Raucher, die die Priifung bestanden haben betragt:

Pr =
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Der Anteil der Nicht-Raucher, die ebenfalls die Priifung bestanden haben betrégt:

Pnr =
Das ist nun beide male genau der Anteil aller Studenten, die die Prifung ................... haben.

Formt man nun obige Gleichung etwas um:

und Uberlegt sich anhand der Vierfelder-Tafel woher diese einzelnen Wahrscheinlichkeiten
kommen stellt man fest:

DB NI ON: e ettt e e e e e e ——————aa e e ——

Andernfalls SiNd SI€ ....ooovvveeeeee e

Die Auswirkungen auf das Arbeiten mit einer Vierfelder-Tafel sind gravierend, denn jetzt

reicht es, wenn lediglich ......... Grolken in dieser gegeben sind.

Aufgaben:
1. Fulle die freien Platze der folgenden Vierfeldertafel aus, wenn A und B stochastisch
unabhdangige Ereignisse sind:

B B

A 0,2
A

0,75 1
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2. Beim Zusammenbau eines elektrischen Geréts werden u.a. ein Transistor und ein
Kondensator gebraucht. Die Ausschusswahrscheinlichkeit fur einen Transistor ist 5%,
flr einen Kondensator 4%. Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind beide in Ordnung,
wenn man annimmt, dass sie unabhéngig voneinander hergestellt wurden (was
selbstverstandlich erfullt ist)?

3.0 Essei P(A)>0 und P(B)>0. Begriinde folgende Aussagen:

3.1 Aund B unvereinbar = A und B sind stochastisch abhangig
3.2 Aund B unabhdngig = A und B vereinbar

4. In einer Massenproduktion werden Schrauben einer bestimmten Sorte hergestellt. Aus
dem Sortiment wird eine Schraube zuféllig herausgegriffen. Erfahrungsgemal sei die
Wahrscheinlichkeit fur eine fehlerhafte Schraube 0,1 und fur eine fehlerhafte
Schraubenmutter 0,05. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass Schraubenkopf und
Schraubenmutter zusammenpassen, wenn sie unabhéngig hergestellt werden. Mit
welcher Wahrscheinlichkeit ist genau eines der beiden Teile defekt?

5.0 (2005 SI) Ein Erlebnisparkbetreiber befragt eine grofle Zahl von Besuchern, ob sie aus

der Region (R) kommen oder Uberregionale Besucher (R ) sind. Ferner interessiert, ob
sie mit dem Auto (A), dem Bus(B) oder auf sonstige Weise (S) angereist sind. 45% der
Befragten kommen aus der Region; von diesen haben 68% das Auto und 28% den Bus
benutzt. 62% der (berregionalen Besucher sind mit dem Auto angereist, 36% mit dem
Bus.
Das Ergebnis der Befragung wird als Zufallsexperiment aufgefasst, die gegebenen
Prozentsatze als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

5.1 Ermitteln Sie alle 6 Elementarereignisse des Zufallsexperiments und deren
Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe eines Baumdiagramms.

5.2 Eswerden nun folgende Ereignisse betrachtet:
E, : ,,Ein Besucher kommt nicht aus der Region oder reist mit dem Bus an.*

E, : ,,Ein Besucher stammt aus der Region und reist nicht mit dem Auto an.*

Geben Sie diese Ereignisse in aufzahlender Mengenschreibweise an.

5.3.0 Nach Angaben der Betreiber des Erlebnisparks gehen 75% der Besucher ins Varieté (V),
65% fahren mit der Wildwasserbahn (W), wéhrend 5% keines dieser beiden Angebote
nutzen. Alle Prozentangaben werden als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

5.3.1 Beschreiben Sie die Ereignisse E, =WV und E, = WUV maglichst einfach mit

Worten im Sinne der vorliegenden Thematik. Berechnen Sie deren
Wahrscheinlichkeiten z. B. mit Hilfe einer Vierfeldertafel.

5.4 Untersuchen Sie durch Rechnung, ob die Ereignisse W und V stochastisch unabhangig
sind.

5.5.0 Bei entsprechenden, vom Zufall abhingigen Voraussetzungen wird die Offnungszeit des
Parks verlangert. Die ZufallsgréRe Y gibt die Verlangerung der Offnungszeiten in
Stunden an. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung lasst sich mit Hilfe eines Parameters
a € IR so darstellen:

y 0 1 1,5 2
P(Y =vy) 0,4 1,5a a 0,5a

5.5.1 Berechnen Sie den Parameter a.
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6.0

6.1

(2003 SI) In einem Mischwald wird eine Versuchsflache auf Schaden durch Wildverbiss
an den Jungtrieben der Baume untersucht. Einzige Nadelbaumart ist die Fichte (F); sie
macht 25% des Baumbestandes aus. Auf der Versuchsflache befinden sich auBerdem
45% Buchen (B) ansonsten Eichen (E). Alle Baumarten kommen auf der Flache
gleichmaéRig verteilt vor.

Bei einer Z&hlung werden folgende Schadenanteile durch Verbiss unter den jeweiligen
Baumarten beobachtet: 20% bei Fichten, 30% bei Buchen und 25% bei Eichen.

Als Zufallsexperiment wird die Auswahl eines beliebigen Baumes betrachtet; dabei wird

die Baumart festgestellt und geprift, ob Verbiss (V) vorliegt oder nicht (V). Die
gegebenen Prozentsatze werden als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

Ermitteln Sie alle 6 Elementarereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe eines
Baumdiagrammes.

6.2.0 Es werden nun folgende Ereignisse betrachtet:

A, : ,.Ein zufillig ausgewdhlter Baum ist ein Laubbaum ohne Verbiss*

A, : ,Ein zufillig ausgewdhlter Baum ist eine Fichte oder eine Eiche.*

6.2.1 Geben Sie diese Ereignisse in aufzahlender Mengenschreibweise an.
6.2.2 Prifen Sie ob die beiden Ereignisse A, und A, stochastisch unabhéngig sind.

6.3.0 Bei der Untersuchung von Kiefernadeln wird die Lange L von 200 zufallig

ausgewahlten Nadeln bestimmt und in sechs Langengruppen eingeteilt. Die Zufallsgroie
X gibt die Nummer der jeweiligen Langengruppe an. Dabei ergibt sich folgende
Verteilung mit a;be IN:

L in mm L<40 | 40<L <44 | 44<1.<48 |48<L. <52 |52<L <56 | L>56
Langengruppe 1 2 3 4 5 6
Anzahl 8 a 2a 90 b 12

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zuféllig ausgewéhlte Nadel in einer der
Langengruppe 4 bis 6 liegt, betragt 0,66.

6.3.1 Berechnen Sie die Werte der Parameter a und b.

7.0

7.1

7.2

(2002 Sl) Die Post eines kleineren Landes gibt den Druck einer neuen Sonderbriefmarke
in Auftrag. Beim ersten Probedruck einer groReren Menge dieser Marken werden noch
Fehler bei der Zahnung, beim Farbton sowie bei der Grafik festgestellt. Es kann davon
ausgegangen werden, dass diese Fehlerarten unabhéngig voneinander auftreten und dass
die Wahrscheinlichkeit ihres Auftretens wahrend des Probedrucks konstant bleiben.
Folgende Bezeichnungen seien vorgegeben:

Z: Bei einer zufallig ausgewéhlten Marke ist die Zahnung in Ordnung.

F: Bei einer zufallig ausgewahlten Marke ist die Farbe in Ordnung.

G: Bei einer zuféllig ausgewéhlten Marke ist die Grafik in Ordnung.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Farbfehler betragt P({F}) =0,3,

diejenige fiir eine Fehler bei der Zahnung P{Z}) =0,5.

Eine zufallig ausgewéhlte Briefmarke wird hinsichtlich der Merkmale Z, F und G
untersucht.

Veranschaulichen Sie alle méglichen Ergebnisse dieser Untersuchung mit Hilfe eines
Baumdiagramms. Begriinden Sie, dass die Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler in der
Grafik P({G}) =0, 2 betragt, wenn bekannt ist, dass eine fehlerfreie Briefmarke mit der
Wahrscheinlichkeit P({ZFG}) =0, 28 auftritt. Bestimmen Sie anschliel3end die

Wahrscheinlichkeiten aller acht Elementarereignisse.
Nun werden folgende Ereignisse betrachtet:
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E,: ,.Eine zufillig ausgewihlte Marke hat mindestens zwei Fehler oder einen

Zihnungstehler.*
E,: ,.Eine zufdllig ausgewihlte Marke hat genau einen Fehler.*

Uberpriifen Sie rechnerisch, ob die Ereignisse E, und E, stochastisch unabhéngig sind.

7.3.0 Die Druckmaschine wird korrigiert. Die ZufallsgroRe X gibt die Anzahl der Fehlerarten

an, die bei einer zuféllig ausgewahlten Briefmarke des neuen Drucks auftreten. Die
Wahrscheinlichkeitsverteilung der ZufallsgroRe X kann mit Hilfe eines geeigneten
Parameters a € IR so dargestellt werden:

X 0 1 2 3

P(X=x) 0,4a 0,025a2 0,05 0,05

7.3.1 Berechnen Sie den Parameter a.

8.0

8.1

8.2

8.3

9.0

9.1

(2002 SII) Fur eine Marktanalyse werden 2000 zufallig ausgewéhlte Bankkunden
(beiderlei Geschlechts) danach befragt, ob sie beim Kauf von Wertpapieren eher
risikofreudig (r) oder Konservativ (k) handeln.

Die Befragten sind — wie folgt — drei Altersgruppen zuzuordnen:

690 Personen zéhlen zu den jungen Anlegern (J), 780 zur Gruppe mittleren Alters (M)
und 530 zu den Senioren (S).

800 der Kunden sind eher Konservative Anleger; davon sind 320 Senioren.

(Die folgenden drei Teilaufgaben beziehen sich ausschliel}lich auf die oben erwéhnten
2000 Bankkunden!)

Die Analyse zeigt auBerdem, dass die Anzahl der konservativen Anleger bei den
Personen mittleren Alters dreimal so hoch ist wie bei den jungen Kunden. Ermitteln Sie
auf Grund aller bisherigen Angaben die Anzahl der jungen konservativen Anleger.
(Ergebnis: 120)

Berechnen Sie nun die Wahrscheinlichkeit, mit der es sich bei einer zufallig
ausgewahlten Person um einen jungen, eher risikofreudigen Bankkunden handelt.
Untersuchen Sie, ob die Zugehdrigkeit zur Gruppe der Senioren stochastisch
unabhéngig ist von der Zugehdrigkeit zur Gruppe der konservativen Anleger.

In einer statistischen Erhebung tber den Gesundheitszustand von Kindern im
Vorschulalter wird festgestellt, dass 15% dieser Kinder an der Erkrankung A und 8% an
der Erkrankung B leiden. 3% der untersuchten Kinder haben beide Erkrankungen.
Erstellen Sie eine vollstandige Vierfeldertafel und berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit
folgender Ereignisse:

E, : Kind leidet an Erkrankung A oder B

E, : Kind hat keine Erkrankung
E,=ANnB

E,=AUB
Formulieren Sie die Ereignisse E; und E, mit einfachen Worten (im Sinne der
vorliegenden Thematik)

9.2.1 Uberpriifen Sie, ob die beiden Erkrankungen unabhéngig voneinander auftreten.

10.0 In Winter ist die Wahrscheinlichkeit, dass jemand an Grippe erkrankt 30%. Die

Wahrscheinlichkeit, dass eine gegen Grippe geimpfte Person erkrankt, betrégt 5%, dass
eine nicht geimpfte Person nicht erkrankt, 40%.

10.1 Erstellen Sie eine vollstandige Vierfeldertafel.
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10.2

10.3

10.4

11.0

111

11.2

Uberprifen Sie die Ereignisse

E : Erkrankung an Grippe

G : Geimpft gegen Grippe

auf stochastische Unabhangigkeit.

Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine beliebige Person, nicht geimpft ist
und an Grippe erkrankt.

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine beliebige Person, entweder
geimpft oder an Grippe erkrankt ist?

Von den 500 Schilern einer bestimmten Schule sind 55% weiblich (W). 30% der
Schiiler gehen zum Faschingsball (F). 80% der mannlichen Schiler gehen nicht zum
Faschingsball.

Erstellen Sie eine vollstandige Vierfeldertafel und berechnen Sie die
Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse

E,=FNW

E,=FAW
Driicken Sie diese beiden Ereignisse mdglichst einfach mit Worten aus.
Untersuchen Sie, ob die Ereignisse F und W stochastisch unabhéngig sind.
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