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Eine wichtige Sache in der Geometrie sind Abstandsberechnungen.
Den Abstand zweier Punkte A und B haben wir ja schon behandelt, es gilt:

d(A,B)=|Ag|
Wir wollen nun den Abstand eines Punktes von einer Geraden bzw. einer Ebene, den Abstand
einer Geraden von einer parallelen Geraden bzw. einer parallelen Ebene und den Abstand
zweier parallelen Ebenen bestimmen.
Der Abstand zweier windschiefer Geraden ist im derzeit gultigen Lehrplan nicht explizit

aufgefuhrt, kann aber unter Einbeziehung samtlich erworbener ,,Kompetenzen dennoch
ermittelt werden und wird der Vollstandigkeit halber noch mitbehandelt.

13.1 LotfulRpunktmethode
Eine wichtige Rolle bei den Abstandberechnungen spielt der sogenannte LotfuRpunkt.

Sei also ein Punkt P und eine Ebene
E:nox—c=0 in Normalenform (oder auch in
Koordinatenform) gegeben. Man bestimmt den
LotfuRpunkt L des Lotes von P auf E.
Dazu geht man folgendermalien vor:
e Stelle ein Gleichung der Lotgeraden ¢
auf, die den Punkt P als Stiitzpunkt und
den Normalenvektor n der Ebene als =
Richtungsvektor besitzt.
(ix= E)+ AN L
e Der LotfuBpunkt L ist der Schnittpunkt der
Ebene E mit der Lotgeraden (.

P

Beispiel: Bestimmen Sie den LotfuBpunkt des 0
Punktes P(4|3[1) auf der Ebene

E:3x,+2X,+X,-5=0
Fur die Lotgerade gilt:

4 3
0ix=|3|+A12
1 1

(Als Aufpunkt wahlt man den gegebenen Punkt P und als Richtungsvektor der Geraden nimmt
man den Normalenvektor der Ebene E.)
Nun setzt man die Geradengleichung von ¢ als allgemeinen Geradenpunkt

X, (4+31|3+21[1+2) in die Ebene E ein um den Schnittpunkt der Ebene E mit der
Lotgeraden zu bestimmen:
3-(4+31)+2-(3+21)+(1+1)-5=0 = 14r+14=0 = Ar=-1
Diesen Wert setzt man nun in den allgemeinen Geradenpunkt X, der Lotgeraden ¢ ein und
erhalt den LotfuBpunkt L
L(1]1]0)
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13.1.1 Abstand eines Punktes von einer Ebene

Den Abstand des Punktes P von der Ebene E erhélt man aus der Lange des Vektors PL ,
wobei L der LotfuBpunkt des Punkts P von der Ebene E ist.

d(P,E)=d(P,L)=|PL

Fur obiges Beispiel gilt:

1-4Y\ |3
d(P,E)=d(P,L)=[PL|=| 1-3 | =| -2 | =\o+4+1=14
0-1) [ -1

13.1.2 Abstand einer Geraden von einer parallelen Ebene
Die Berechnung des Abstands einer Geraden g von

einer parallelen Ebene E fiihrt man auf die

Berechnung des Abstand eines Punktes P € g von der

Ebene E zuriick.
d(g9,E)=d(P,E)

Hinweis: Als Punkt P wahlt man sich am besten den

Stiitzpunkt der Geraden g. /

E
13.1.3 Abstand paralleler Ebenen
Die Berechnung des Abstands einer Ebene E, von einer
parallelen Ebene E, flhrt man auf die Berechnung des
Abstand eines Punktes P € E, von der Ebene E, zurtick. P/
d(E, ,E,)=d(P,E
(E..E)=d(P.E) .

Hinweis: Ist die Ebene E, in Parameterform gegeben, so
wahlt man sich am besten den Stitzpunkt der Ebene E,

als Punkt P. Ist die Ebene E, nicht in Parameterform /C/

gegeben, so muss man sich erst einen Punkt P € E,
suchen!
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Aufgaben:
1. Welche Abstéande haben die Punkte P und Q von der Ebene E?
4
a) P(1/0]0), Q(1[1]1) und E:| —4 |ox =0
2
3 0 4
b) P(11213), Q(0[0]0) und E:x=| 0 |+A-| 1 |+u-| O
4 0 -3
c) P(1[1]1), Q(-1/0]-1) und E:4x,—7x,+4x,-9=0
5 0 1
d) P(7/-8/3) und E:x=|-1|+A:[2 |+p-| O
2 1 -1

2. Gegeben sind eine Gerade g und eine Ebene E. Zeigen Sie, dass g und E parallel sind und
berechnen Sie den Abstand der Geraden g von der Ebene E.

4 -5 4 5
a) g:x=| 3 |[+A:|—2|und E:|0|o|x—|[1|[|=0
1 4 5 1
-4 -5 1 2 1
b) g:i: 3 |[+A:|—2|und E:x=|0 +u-l 1 |+7-(1
1 4 2 -1 1

3. Prifen Sie, ob es Parameter a,b € IR gibt, so dass die Gerade g und die Ebene E parallel
sind und den Abstand 1 besitzen.

a a 1
g:X=|1|+A-|blund E:| 2 [ox=9=0
0 0 -2

4. Zeigen Sie, dass E, und E, parallel sind. Berechnen Sie den Abstand.
a) E,;:3x,—4x,+5x,-16=0 und E, :3x, —4X, +5x,-24=0

-2
b) E,:2X,—X,+5x,~7=0und E,:| 1 |o| x—|1]|=0
-5
1 2 -2
¢) E;:|-1[o|x=|3||=0und E,:| 2 |[ox+22=0
1 1 -2
3 1 3
d) E,:8x,—5X,—4x,—13=0und E,:x=|4 [+1-| 0 |+u-| 4
7 2 1
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13.2  Lotebenenmethode
Eine weitere wichtige Rolle bei den Abstandberechnungen spielt die sogenannte Lotebene.

Sei also ein Punkt P und eine Gerade g:Xx =s+2-u mit dem Richtungsvektor u (und dem

nicht wichtigen Stiitzvektor s) gegeben. Um das Lot L von P auf g zu bestimmen geht man
folgendermalien vor:
o Stelle ein Gleichung der Lotebene E
auf, die den Punkt P als Stiitzpunkt
und den Richtungsvektor u der
Geraden als Normalenvektor besitzt.

E:uo (§< - 5) =0
e Der LotfulRpunkt L ist der Schnittpunkt E L
der Geraden g mit der Lotebene E . )

Beispiel: Bestimmen Sie den LotfuBpunkt
des Punktes P(1|43) auf die Gerade
1 1
g:x=|0|+Ar|1
1 1

Fir die Lotebene E gilt:
1 1
E:|llo|x—|4||=X,+X,+X,~8=0
1 3

Nun setzt man die Geradengleichung von g als allgemeinen Geradenpunkt X (1+A[%[1+2)

in die Lotebene E ein:
1+ +A+1+2-8=0 = 3A-6=0 = A=2

Diesen Wert setzt man nun in den allgemeinen Geradenpunkt X der Geraden g ein und

erhalt den LotfulRpunkt L
L(3]2]3)

13.2.1 Abstand eines Punktes von einer Geraden

Den Abstand des Punktes P von der Geraden g erhélt man aus der L&nge des Vektors PL,
wobei L der LotfuRpunkt des Punkts P von der Geraden g ist.

d(P,g)=d(P,L)=|PL|
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Fur obiges Beispiel folgt nun:

3-1 2
4(P.g)=d(P.L)=[PL] | 2-4 | -| 2 | - VE+ET0- 242
3-3 0

13.2.2 Abstand paralleler Geraden

Die Berechnung des Abstands einer Geraden
g von einer parallelen Geraden h fiihrt man
auf die Berechnung des Abstand eines p
Punktes P € h von der Geraden g zuriick.

d(g,h)=d(P,g)

Aufgaben:
5. Bestimmen Sie den Abstand des Punktes P von der Geraden g.
1 2
a) P(51515); g:x=|1|+Ar-|2
1 1
—4 -1
b) P(-4]-2]1); g:x=|-2|+A-| 1
1 2
5 1
c) P(71313); g:x=|0|+r-|1
5 1
3 -1
d) P(LI1]0); g:x=|5[+A:| 1
3 3
2 -2

6. Welcher Punkt der Geraden g:)?: 1|+A-| 1 | hatvon den beiden Punkten

0 2
A(1]-2]3) und B(1]0[1) denselben Abstand?
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7. Berechnen Sie den Abstand der beiden zueinander parallelen Geraden g und h.

2 1 3 1
a) g:x=| 1 |+A-|1|und h:ix=|2|+p-|1
-2 1 5 1
3 1 0 -3
b) g:x=|4|+A-|2|und hix=|3|+u:| -6
0 5 7 =15
8. Gegeben sind die Punkte A(2]1]2) und B(-2|3|4) sowie die Gerade
1 2
g:X=|0|+A-|-1].
1 -1

Zeigen Sie, dass die Gerade g zur Geraden durch A und B parallel ist und bestimmen
ihren Abstand.

13.3 Abstand windschiefer Geraden

In Bearbeitung!
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