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8.1 Das Vektorprodukt
Gegeben seien zwei (komplanare) Vektoren a und b, die eine Ebene aufspannen.
Sucht man einen Vektor n, der auf diese Ebene senkrecht steht, dann muss n orthogonal zu

a und n orthogonal zu b sein.
Also gilt:
aln A bln
Somit folgt:
aon=0 = an, +a,n,+an,=0
bon=0 = b,n,+b,n,+b,n, =0
Dieses Gleichungssystem muss man nun lgsen!
Das ist allerdings nicht ganz einfach. Die Losung lautet:

ng a,b; —ash,
ns ab, —a,b;

Wer es nicht glaubt, der kann nun zeigen, dass acn =0 und bon =0 gilt.

Definition: (Vektorprodukt)
a
Fir die Vektoren a=|a, | und b=

as 3
heilt: n

1
, | des IR®

o O T

a,b; —azh,
b=| a;b, —a,b,
a;b, —a,b;

Q|
X

das Vektorprodukt der VVektoren a und b.

Anmerkungen:
e Das Vektorprodukt ist nur fiir Vektoren des IR*® definiert. Fir Vektoren des IR? gibt
es kein Vektorprodukt.
e Das Vektorprodukt zweier Vektoren ist wieder ein Vektor. Das Skalarprodukt zweier
Vektoren liefert eine Zahl (Skalar).
e Zur Berechnung des Vektorprodukts hilft zum Glick die Formelsammlung oder auch
folgendes Schema:

al) b, a,b; —azh,
axb=|a,|x,b, |=| asb, —a,b,

a3y L\ bg a,b, —a,b;
a4 jbl
a, ]

2
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Aufgaben:
1. Berechne
2 -1
a) |2(x| 2 |=
1 2
1 4
b)|2|x|5|=
3 6
5 4
c) | —15 |x| —12 | =
25 20
a a-1
d) la+l|x| —-a |=
-a a
2 1 3
2. Gegeben sind die Vektoren a=| -1|;b=|2|;c=|1
1 3 3

a) Berechne (éxB)xE und éx(BxE) und vergleiche.

b) Stelle (éxB)xE als Linearkombination von a, b und c dar. Deute dies
geometrisch.

8.2 Rechengesetze fur das Vektorprodukt
Fur alle Vektoren a, b,ceIR® und A e IR gilt;

axb=-(bxa) Alternativgesetz
»(axb)=(r-a)xb=ax(1-b) Vertraglichkeit S-Multiplikation

éx( E) axb+axc Distributivgesetz

axa=0

a, b sind linear abhingig < axb=0

a, b sind linear unabhangig < a, b, axb sind linear unabhangig
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8.3 Der Normalenvektor
Der Vektor n stehe auf a und b senkrecht, also insbesondere auch auf die Ebene, die von
den Vektoren a und b aufgespannt wird.

Den Vektor n nennt man Normalenvektor, er ist bis auf ein Vielfaches eindeutig festgelegt.
(Anwendung: Geometrie; Physik; E-Technik; Maschinenbau; Bauingenieur)

Definition: Den Normalenvektor n zu den Vektoren a und b erhélt man durch das
Vektorprodukt (Kreuzprodukt) von a und b. Es gilt:

1 b1 azbz_asbz
, [X| b, |=| asb, —a,b,
3 b3 albz_aZbl

n=axb=

L v o

Es giltalso: noa=0 und nob=0

Die Richtung des Normalenvektors n =axb lasst sich mit der Rechten-Hand-Regel
bestimmen:

Zeigt der Daumen der rechten Hand in die Richtung des Vektors a, der Zeigefinger in
Richtung des Vektors b, dann zeigt der (rechtwinklig) gespreizte Mittelfinger in die Richtung

des Normalenvektors n. Der Normalenvektor steht dabei auf der von a und b aufgespannten
Ebene senkrecht.

Die Vektoren a, b, axb bilden somit in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem.

Beispiel 1:
Ein Magnetfeld mit der Flussdichte B tibt auf ein mit der Geschwindigkeit v bewegtes
Teilchen, das die Ladung Q tréagt die (Lorentz-) Kraft FL aus.

FL= Q(\?XE)
Beispiel 2:
Eine Kraft F die auf den Kraftarm r wirkt iibt ein Drehmoment M aus.
M=rxF
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8.4 Flachenberechnung

Es stellt sich die Frage, was die Lange des Vektorprodukts axb angibt?
Damit keine Wurzeln auftreten berechnen wir

2
) azbs _a3b2
‘ax b‘ =| ab, —a,b,
ale _azbl
2 2 2
=(a,b; —a;h, ) +(a;b, —ab,)" +(a,b, —a,b,)
_ A2RK2 2|2 2|2 282 2|2 2|2
=a,b; —2a,a,b,b, +azb; +asb; —2a,a,b,b, +a;b; +a;b; —2a,a,b,b, +asb;
=a’bi —2a,a,b,b, +alb’ +a’b? —2a,a,b,b, +a’b +a’b; —2a,a,h,b, +albl +

+a;bf +ajb} +aZbj —(afb; +ajbl +azh})

Trick!
=a’b? +a’b’ +a’b? +a’b? +a’b’ +a’b’ +a’b? +a’bl +albl -
2152 21n2 212
—(afb} +ajb} +aZh} +2a,a,b,b, + 2a,a,b,b, +2a,a,b,b, )
2
=a; (b +b3+b3)+a} (b} +b3+b3)+aj (b +b} +b3)—(ah, +a,b, +a,b;)

=(af +a3+a3) (b} +b3 +b3)—(ab, +a,b, +a,b, )’

_ ‘5‘2 .‘6‘2 _lacb| =a’h?—(abcosp)’
=a’b® —a’b*cos’ p =B - -
=a2b2(1—0052p) COSp:E:aObZabCOSp
=a’b*sin’p
=(absin p)2
also: ‘éxﬁ‘z = (absinp)’ = ‘éxB‘zabsinp
b ;
h, :‘b‘-smp /
P B -/

absinp=ah,

- I:Paralle logramm

Der Flacheninhalt des von a und b aufgespannten Parallelogramms ergibt sich aus der Lange
des Vektorprodukts von a und b.

F, :‘éxB‘ =absinp
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Fiir den Flacheninhalt des von den Vektoren a und b aufgespannten Dreiecks ABC gilt

dann:

Fonsc = %‘a X b‘
Aufgaben:
3. Berechne die Flache des Parallelogramms ABCD

Zusatz: Berechne auch den Umfang, die Innenwinkel und die Koordinaten des Punktes D
des Parallelogramms!

a) A(0]0]0),B(1]0[-3),C(~4|6|-1)
b) A(1/0|-1), B(1|-3]3),C(5]3]2)

Berechne die Flache des Dreiecks ABC
Zusatz: Berechne auch den Umfang und die Innenwinkel des Dreiecks!

a) A(-2|2|-3),B(0]0]0),C(3]-2]0)
b) A(3]2]-1), B(5]|-2]1),C(7]-2|-5)

Bestimme die Lange der Hohe h, im Dreieck ABC mit
A(5]2]6),B(7]10]9),C(0]-2|1)

1 5
Ein Dreieck ABC wird von den Vektoren a=| —2 | und b=| 1 | aufgespannt.
3 -3
a) Berechne samtliche Innenwinkel.
b) Berechne die Flache des Dreiecks ABC.
c) Berechne die Hohen h,, h, und h,.
2 a
Gegeben sind die Vektoren a=| 2a | und b=| 22
23 —2a

a) Berechne a e IR so, dass das von den Vektoren a und b aufgespannte Dreieck
gleichschenklig ist.

b) Berechnen Sie fiir a=7 einen Vektor, der den Winkel zwischen a und b
halbiert.
c) Berechnen Sie die Hohe h, .

d) Berechnen Sie den Vektor h,.
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8.5 Volumenberechnung
Schert man ein gerades Prisma parallel zur Grundflache, dann bleiben Grundflache und Hohe
gleich. Nach CAVALIERI ist dann auch das VVolumen gleich V=G-h

i axb
<
¢ o ¢
b P
a a
Es gilt:
fax]
h axb (5><6)06
cosp=— = h=c|cosp|= ‘C“‘axb‘ ‘c‘ ‘ ‘éxB‘

b)ec
Vg =G-h= ‘axb“a‘:T‘c ‘(axb)oc

Wird ein Spat durch die Vektoren a, b und ¢ aufgespannt, so gilt fur sein Volumen:
Vi =|(2xB)o ] =det(a, b,c)

Spat

Fur das Volumen einer dreiseitigen Pyramide (regulares Tetraeders), das von den Vektoren
a, b und ¢ aufgespannt wird, gilt:

C v
\
\ !
— \j
a
V3 —seitige Pyramide =% (ax b)OC (aa b, C)‘
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Fur das VVolumen einer vierseitigen Pyramide, das von den Vektoren a, b und ¢
aufgespannt wird gilt:

I I
'
.'//
I/
— I
b —— i ————— — - -
a
V4—seitige Pyramide =%' (ax 6)06 =%' det(a’ 6’ 6)‘
Aufgaben:
8. Berechne das VVolumen V des von u,v und w aufgespannten Prismas:
4 ) 2
a) u=| 0 |,v=|-5|,w=|2
2 0 3
1 4 3
by u=|2|,v=|5|,w=|2
3 4 1

9. Berechne das VVolumen V der dreiseitigen Pyramide ABCS
a) A(1201), B(1]4]4), C(4[1]4), 5(4]4[2)
b) A(-1]-1|-1), B(0]o|-2),c(0]-2]0),S(-2[0|0)
c) A(0]o[o), B(1[2/3),c(4]5]6),5(7[8]9)
10. Berechne das VVolumen der (vierseitigen) Pyramide ABCDS mit
A(1j1/5), B(5[1/5), C(2[5]5), D(0]3]5), Spitze S(4[1|-1)
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