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2008 A II Losung

in der Definitionsmenge D¢ = IR.

Gegeben ist die reelle Funktion f:x
1+e*

Der Graph der Funktion f wird mit Gy bezeichnet.

Begriinden Sie das Verhalten der Funktionswerte f(x) fiir x — % oo und geben Sie die

Gleichungen der Asymptoten des Graphen Gy an.

limf(x):lim 10 =0

X—>® xowo | 4 ¥
T

lim f(x)=1lim 10 =10

X—>—0 xowo | 4 e*
—

-1

Man hat zwei waagrechte Asymptoten: y, =0und y, =10

Untersuchen Sie das Monotonieverhalten der Funktion fund geben Sie ihre Werte-
menge an.

10
f =
(X) I+e¢*
<0
f'(x)= —lOe"2<O = G, istsmf in ID,
(1+e")
>0
W, =]0;10]

Verschiebt man in einem kartesischen Koordinatensystem den Graphen Gy um 5 LE
nach unten, so erhdlt man den Graphen G_. einer Funktion f ", Zeigen Sie, dass fiir
alle x e R gilt: f"(x)=—f" (—x), und geben Sie die Bedeutung dieses Zusammen-
hangs fiir den Verlauf des Graphen Gy an.

. 10-5(1+¢" —5¢¢  5(l-¢"
£ (x) = f(x)-5 = 105 107(re) sser (=)
1+¢e* 1+¢e* 1+¢” 1+¢e*
5(l—e™) 5(l—e™)e* 5(e*-1) —=5(1-¢"
g Se) slmee s(e o) ssiee)
I+e (1+e”‘)e" (e"+1) (l+e")
Das bedeutet, dass der Graph der Funktion f* punktsymmetrisch zum Koordinatenur-
sprung ist.
Schiebt man den Graph der Funktion f um 5 LE nach oben, so erhiilt man den Graph
der Funktion f. Somit ist der Graph der Funktion f punktsymmetrisch zum Punkt

P(0l5).




4 | 1.4  Zeichnen Sie den Graphen Gy und seine Asymptoten fiir —4 <x <4 1in ein kartesi-
sches Koordinatensystem mit dem Maf3stab 1 LE =1 cm.

y

.1_

1.5.0 Gegeben ist zusitzlich die Funktion F:x > 10-x—10-In(1+¢*) in der Definitions-
menge Dg =Dy .

5 | 1.5.1 Zeigen Sie, dass die Funktion F eine Stammfunktion der Funktion f ist, und berech-
1

nen Sie I f(x)dx . Runden Sie das Ergebnis auf zwei Nachkommastellen.
0

F(x)=10-x-10-In(1+¢")

x10(1+¢")-10e"  10+10¢* ~10e* 10
’ € + € c
F (X):lo_lo. X = X = X = X

I+e l+e 1+e 1+e

Somit ist F(x) eine Stammfunktion von f (x) .

=1 (x)

A:jlf(x)dx =[F(x)], =F(1)~F(0)=10-10In(1+¢)-(0-10-In(2))

A:10(1+ln(2)—ln(1+e)):IO(ln(e)+ln(2)—ln(l+e)):IOln(li—eej ~3,80
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7 | 1.5.2 Geben Sie das Steigungs- und das Kriimmungsverhalten des Graphen der Funktion F
an, bestimmen Sie die Gleichungen seiner Asymptoten und geben Sie die Wertemenge
von F an.

Hinweis: Fiir x — oo gilt In(1+¢*) - x.

x)=f(x)>0 firalle xeR ist F(x) smsin D,.

x)=f’(x)<0 firalle x e R ist F(x) in ID, rechtsgekriimmt.

lim F(x) =1im (10-x ~10-In(1+¢")) =10-lim x ~10- lim In(1+¢*) =0
\—V_—J

X—>00 X—>0 X—>00 X—>0

—X

—10x

Somit hat man eine waagechte Asymptote mit der Gleichung : y =0
lim F(x) = lim (10-x ~10-In(1+¢")) = lim 10-x ~10- lim In(1+¢*) > o0
[N —

X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>—00

-0

Aus obiger Zeile erkennt man, dass F(x) von der Form F(x)=F, (x)+R(x) mit
lim R(x)=0. Somit ist F, (x)=10-x eine schiefe Asymptote von F(x).

X—>—0

Fiir die Wertemenge von F(x) gilt dann: \W . = ]-0; 0] .

1.6.0 Gegeben ist zusdtzlich die Funktion g:x > in der Definitionsmenge

2-x
l+e
D, =IR. Der Graph der Funktion g wird mit G, bezeichnet. AuSerdem ist bekannt,

dass fiir die Ableitungsfunktion g’ in der Definitionsmenge Dy =R gilt:

£(x) =%-g<x>-[(10—g<x)]

4 | 1.6.1 Begriinden Sie mit Hilfe der gegebenen Funktionsgleichung von g’, dass in der ge-
samten Definitionsmenge D, der Graph G, streng monoton steigt.

10(1+e*>)-10
g0 =10 [10- (0] =0 -[10 10} ! { (1+e™) }

T10 116 11 | 1+ 1+e*™

>0

2 2
, 1 10-e7™ 10-e™
gX)=—7F+" —|= ~>0
l+e l1+e (1+GZ—X)
|

>0

Somit ist der Graph der Funktion g(x) in IR streng monoton steigend.
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3 | 1.6.2 Zeigen Sie die Richtigkeit der Gleichung: g'(x)= % -g(x)- [(10 - g(x)]

10
g(")-m
— el La27X
g'(x)= 10-e (2 1): 10-c 2=i-g(x)-[(10—g(x)] (Umformung siehe 1.6.1)
(1+eH) (1+ezf") 10

Ermitteln Sie das Krimmungsverhalten des Graphen G, sowie eine Gleichung der

Tangente t an den Graphen G , die durch dessen Wendepunkt verlduft.

g (X)_ (1+ez_x )2
g (X) _ -10-¢** -(1+e:2‘x )2 —10.¢** .42.(1+62—x).ez_x .(_1)
(1+ez"‘)
" (x) ~10-e" - (1+e™)+10-e”* 2>
X )=
: (1+ez”‘ )3
" (x) —10-e2"‘_10.(62—x)2+2o,(ez_x)2
X )=
: (1+ez”‘ )3
N (U +10'(ez‘x)2
g’ (x)= =)
" 10-e** ,(ezfx _1)
= =0
g’ (x) )

= 7 -1=0 = =1 = 2-x=0 = x, =2

2 X
e+ + ]
e’ —1 - +
(tee)]  + =
g - +
WP



g(2)=5 = WP(2]5)

. in y = mx +t,, einsetzen
g(2)=L=25=m,

5=2-2,5+t, = t,=0
Wendetangente t : y = 2,5x

4 | 1.64 Zeichnen Sie fir —4<x <4 den Graphen G, und die Tangente t in das Koordina-
tensystem der Aufgabe 1.4.
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Die Graphen G¢ und G schlieien zusammen mit der Geraden y = 5 ein Flachenstiick

ein. Schraffieren Sie dieses Flachenstiick im Koordinatensystem der Aufgabe 1.4 und
berechnen Sie mit Hilfe Ihres Ergebnisses aus der Aufgabe 1.5.1 seine Flachenmaf3zahl
auf eine Nachkommastelle gerundet.

y

10

1

A=2-[(5-0(x))dx =2 [sx-F(x)] =2 [5x-(10-x-10-1n(1 ")
[

A=2[10-In(1+¢*)-5x | =2:[10-In(1+¢)-5-10-In(2)]

A=2O-ln(l+Tej—10z2,40

Der Kelch eines Eisbechers soll die Form eines g o
auf der Spitze stehenden geraden Kreiskegels s s
erhalten (siehe Skizze). Das vorgegebene Innen- (x o
mal} der Mantellinie wird mit s und der ,,halbe*
Offnungswinkel mit o bezeichnet.

Fiir a gilt 0°< a <90°.

Stellen Sie die Volumenmalzahl V(o) des Kelchs in Abhédngigkeit von o dar.

Mit sina=X=r=s-sina und cosoa =L =h=s-cosa folgt:



I\)

-sin’ a-s-coso = Z-s’ -sin’ o - cosa

<

V(e
mit

1.
3

‘mt-h=
3

11’1 a-cosa

I,
3

) s
D, =]0°90°

10 | 2.2 Bestimmen Sie ohne Verwendung der zweiten Ableitung den Winkel o so, dass der
Kelch das groBtmogliche Volumen besitzt.

V(a)=2%-s"-sin’ a-cosa

d\g(a):%-53-(2sina-cosa-cosa+sin2oc-(—sina))
a
dV(a):g-s3-(2sinoc-coszoc—sin3a)
da
dV(a):_ s’ s1na(2 cos” o —sin a)
da
dv(a):%.s3.sina( 1—sin® OL —sin OC)
da
dv(a):— s’ 51na(2 3sin’ a)
da

sina=0 = a,=0°¢ID, odera, =180°¢ID,,
2-3sina=0 = sinfa=2 = sina=+/2 = o=arcsin2~54,74°
Bemerkung: sino = —\/% fiihrt auf negative Winkel!

0° arcsin \/g 90°

>

3
i
2—-3sin’ a + -
sin o + +
dv + —
do HP

Der Kelch hat sein groStmogliches Volumen fiir o = arcsin \/g ~ 54,74°

Nicht mehr verlangt:

Vo = V(arcsin\/g) =2.5-sin’ (arcsin\/g)-cos(arcsin\/g) ~0,40-s’
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