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2007 A II Losung

Gegeben ist die reelle Funktion f:x ln(x2 +1) in der maximalen Definitions-
menge Dy =1R.

Untersuchen Sie das Symmetrieverhalten des Graphen von f sowie das Verhalten der
Funktionswerte f(x) fiir |x| — 0,

f(-x)= ln((—x)2 +1) = ln(x2 + 1) =f(x) = Achsensymmetrie zur y-Achse.
limf (x) = limIn(x* +1) > oo

lim f(x)—>o (wegen Symmetrie!)

X—>—00

Untersuchen Sie die Funktion f auf Nullstellen und geben Sie ihre Wertemenge Wy an.

-

(x)=In(x*+1)=0 = x*+1=1 = x’=0 = x,=0 (2x)
W, =[0;00

Ermitteln Sie das Monotonieverhalten der Funktion f und geben Sie Art und Koordinaten
des Extrempunktes des Graphen von f an.

' 2x
f(x):x2+1:0 = x,=0
0 L X
2x - +
x*+1 + +
f’(x) - +

G, \TP/

G, ist streng monoton fallend fiir x € ]—oo; 0]
G, ist streng monoton steigend fiir x € [0; oo[
f(0)=0 = TP(0]0)
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6 | 1.4  Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten des Graphen von fund geben Sie die Koordi-
naten seiner Wendepunkte an.

2

[ Teilergebnis: f"(x) = %

(x“+1)

(R +1)-2-2x2x 2 s2-ax® 2-2¢
(x*+1)° (1) (1)

= 2-2x’=0 = x’=1 = X, =%l

f"(x):

-1 1 X
2-2x* - + -
e + 0+
f" (X) . + _
G rk 1k rk
f WP WP

G, ist rechtsgekriimmt fiir x € |-o0;—1] und fiir x e[1;00
G, ist linksgekriimmt fiir x e[-1;1]
f(£1)=In(2) = WP/(-1/In(2)) WP, (1]In(2))

5 | 1.5  Bestimmen Sie das Verhalten der Funktionswerte der Ableitungsfunktion f’ fiir |x| — o

und geben Sie die Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von f' an.

—0
—~—
2x LH 2

limf' (x)=1lim = lim = = lim L =0
X—>0 X—>w X _|_1 X—>00 2X X—0 X

—_—
. / ) ; Le 2 .1
hmf(x):hm . = lim —=1lim—=0

X—>—0 x>0 x° 4] x—>-0 Qx X——0 X
—
—®

Die Extremstellen des Graphen von f’ sind die Wendestellen des Graphen von f. Somit
folgt flir die Extrempunkte:

’ 2(_1) .
f'(-1)= (1)—21 =—1 = TP(-1|-1) VZW von -, auf .+ (siche VZT 1.4)
-1) +
f'(1)= 122.11 =1 = HP(1|1) VZW von ,,+,, auf - (siche VZT 1.4)
+
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8 | 1.6 Untersuchen Sie das Kriimmungsverhalten des Graphen von f’ und geben Sie die Koor-
dinaten seiner Wendepunkte an.

Das Kriimmungsverhalten von f’ wird durch f” angegeben.

£(x)= (X2 +1)2 '(_4X)_(2_2X2)'2'(X2 +1)'2X . —4x’ —4x —8x +8x’ _ 4x° —12x

(X2+1)4 (X2+1)3 (X2+1)3

(X2 +1)3

x,=0; x’-3=0 = x%:i\/g

(x+1)| + + o+

fm ( X ) _ + _ +
G, "k | Ik ko Ik
WP WP WP

Fiir die Wendepunkte des Graphen von f’ folgt somit:

£(—3)=-43 WP (—/31-13)

'(0)=0 WP, (0]0)

t(V3)=43  we(V31443)

6 | 1.8  Die Graphen von fund f’ schneiden sich an den Stellen x| und x,, wobei x;< Xx,.

Bestimmen Sie x, mit Hilfe des Newton-Verfahrens. Verwenden Sie als Startwert
X = L3 und fiihren Sie einen Ndherungsschritt durch. Runden Sie das Ergebnis auf drei

Nachkommastellen.
f(x)zf'(x)
2X
In(x*+1)=
n(x+1)=2%
2X
1n(x2+1)—X2+1=
h(x)
h(x) = In (x> +1)-—- =0
x2+1

(%)= 2x  2-2%°
XL (x4

Startwert: x5 =1,3
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h(1,3)=0,023
h'(1,3)=1,157

Es gilt: x_,, =X, _hix,)
h'(x,)

hx,) g3 0023 ) g0
h'(x,) 1,157

Somit folgt fiir x, =x,—

a
1.9  Berechnen Sie J.f '(x)dx fiir eine positive reelle Zahl a, priifen Sie, ob der Grenzwert
0

a
lim I f'(x)dx existiert und interpretieren Sie das Ergebnis geometrisch.

a—>0
0

a

Jre0ts=[r (0], =[in(x* +1)] =in(a" +1)~in(1)=In(a"+1

lim [f'(x)dx=1lim In(a®+1) > (vell.1)
0

a—>0

Die Flache, welche der Graph der Funktion f' mit der x-Achse rechts vom Ursprung ein-
schlieBt hat unendlichen Flacheninhalt.
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2.0  Eine geradlinige Straf3e flihrt
von einem Punkt A zu einem
Punkt C. Vom Punkt C aus
erreicht man auf kiirzestem, s=CD
aber unbefestigtem Weg eine
Waldhiitte im Punkt D. & *
Fiir die Entfernungen gelten A B L

¢=AC und s=CD. /=AC

Ein Wanderer mochte in moglichst kurzer Zeit von A nach D gelangen. Zunichst wandert
er ein Stiick auf der Strafle mit der konstanten Geschwindigkeit v;. An einer Stelle B
verldsst er dann die Strafle und geht von dort auf geradlinigem Weg unter dem Winkel €
zur urspriinglichen Wegrichtung quer durchs Gelidnde nach D, und zwar mit der
konstanten Geschwindigkeit v, . (Siehe Skizze)

5 | 2.1  Zeigen Sie, dass fiir die von der Stelle B und dem zugehorigen Winkel € abhingige Ge-
samtzeit T(€), die man fiir diesen Weg von A iiber B nach D bendtigt, gilt:

H o L sese s
Vi Vi-Smme Vo -SIng
Es gilt: T(&)=t,, +typ :£+@
Vi v,
Aulerdem gilt:
S == S
sinfe)=—— = BD=
(¢) B sin (&)

s-cos (&)

s _ _
tan(g)=—— = (—AB= AB=/-
an ) /—AB - tan (&) - sin (&)
Beides nun eir@setzt:
AB BD ( s-cos(g) LS

T(e)=22 4 22—~
(¢) V1+V2 v, v,-sin(g) v,-sin(e)

2.2 Zeigen Sie, dass fiir die Ableitungsfunktion von T(g) gilt:

dT S V,—V, -COSE
(o) = ——
de v,'v,  (sing)

2.3.0 Die vorliegenden Wegstrecken bzw. Geschwindigkeiten betragen

¢=71km, s=4,1 km, vlzs,o%rn und v2:2,5%.

2.3.1 Berechnen Sie jeweils, wie lange die Wanderung von A nach D dauern wiirde, wenn der
Wanderer die Strafle schon im Punkt A bzw. erst im Punkt C verlassen wiirde.

2.3.2 Bestimmen Sie zunidchst, fiir welchen Winkel ¢( die Zeit T(¢) ihren absolut kleinsten
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Wert annimmt, und berechnen Sie dann T(g().
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