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Aufgabengruppe A: Analysis

Al

BE | 1.0 Gegeben sind die reellen Funktionen fk (X %xz + k mitk e Rund k #0
X

in der maximalen, von k unabhingigen Definitionsmenge D £ IR\ {0}.

6 | 1.1  Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte f K (x) fiir x > 0 und fiir |x| —

in Abhingigkeit von k.

k>0

x—0 x—0 x—0

) ) ) o k<0
hm(%x2 +§) = hm%x2 +lim¥ —
< < < _w
=0

-0 k<0
lim(4x” +%) =lim 4 x* + lim & —
> < < o k>0

x—0 x—0 x—0

=0
lim (4x* +%) = lim £x* + lim £ — oo fiir alle k € R \{0

X—>—00 X—>—00 X —>—00
—0© =0
lim (x* +%)=lim$x* + lim* —> oo fiir alle k € R \{0}
X—>0 X—>00 X—>0
—®© =0

6 |12  Zeigen Sie, dass der Graph jeder Funktion fk genau einen Extremalpunkt besitzt und die
Art dieses Extremalpunktes von k unabhéngig ist.

f, (X):%Xz +

|~

fk’(x):x—x%:o = x=% = x'=k = x =3k

Da es nur eine Losung gibt hat der Graph der Funktion f, nur eine Stelle mit waagrechter
Tangente.

fk" (x) =1+ 1—1;

Nun folgt: fk"(x):l+izl+§:l+2:3>0 Ik = TP (unabhingig von k)

yx

Somit gibt es nur einen Tiefpunkt (und keine weiteren Extremalpunkte).
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7 | 1.3 Zeigen Sie, dass der Graph jeder Funktion fk genau einen Schnittpunkt mit der x-Achse

besitzt und dieser zugleich der einzige Wendepunkt des Graphen ist.
f(x)=1x+5=0 = Ix’=-% = x'=-2k = x,=-2k

Also gibt es nur einen Schnittpunkt mit der x-Achse.

f (x)=1+%=0 = 1=-% = x’=-2k = x,=-Y2k

fkm(x) :—i—lj — fkm (_%/E) __ 6k 6k zk " 0 — WP

(—3/_21()4 S 2k-2k R
Somit ist die einzige Nullstelle des Graphen auch zugleich Wendepunkt WP(—\/3 2k IO)

1.4.0 Fiir alle weiteren Teilaufgaben gilt nun k = 1.

3 | 1.4.1 Ermitteln Sie mit Hilfe der vorliegenden Ergebnisse die Koordinaten des Extremalpunktes
und des Wendepunktes des Graphen von f1 .

Fiir die x-Koordinate des Tiefpunktes gilt: x, =1
f(x)=1ix*+1 = f(1)=1+1=15 = TP(1/15)
Fiir die x-Koordinate des Wendepunktes gilt:

Xy =—Y2 = WP(=320) (WP(-1,26/0))

6 | 1.4.2 Zeigen Sie an Hand der bisherigen Ergebnisse, dass es genau einen Punkt des Graphen
von f1 gibt, in dem die Tangente an den Funktionsgraphen parallel zur Winkelhalbieren-

den des ersten und dritten Quadranten verlauft.

Zunéchst betrachtet man den Bereich x <0:
Da lim (%x2 +§) — o0 und lim(%x2 +§) — —oo (nach 1.1) und der Graph der Funktion

X——0
x—>0

f, keine Extrema besitzt muss ist f; fiir alle x <0 streng monoton fallend sein. Somit hat
der Graph in diesem Bereich nur negative Steigungen. Der Graph kann an keiner Stelle
die Steigung mit dem Wert m =1 annehmen.

Jetzt betrachtet man den Bereich 0 <x <1:

1im(%x2 + %) — oo und der Graph der Funktion f, an der Stelle x,, =1 einen Tiefpunkt

x—0
hat (mit der Steigung fI' (1) =0) ist der Graph der fiir 0 < x <1 streng monoton fallend.

Somit hat der Graph in diesem Bereich nur negative Steigungen. Der Graph kann an kei-
ner Stelle die Steigung mit dem Wert m =1 annehmen.

Jetzt betrachtet man den Bereich 1<x:

Der Graph der Funktion f, hat an der Stelle x,, =1 einen Tiefpunkt, somit ist der Graph

dort linksgekriimmt. Da der einzige Wendepunkt des Graphen aber links von der y-Achse
liegt ist der Graph der Funktion f, im Bereich 1<x stindig linksgekriimmt

(also ist f" (X) > 0 fiir alle x > 1) . Das heif3t aber, dass die Steigung des Graphen der Funk-

tion f, streng monoton steigend ist. Da ferner lim fl' (X) =lim (x —x—lz) — oo wird somit

X—>00 X—>0

jeder positive Steigungswert (und insbesondere m =1) genau einmal angenommen.
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5 | 1.43 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f1 fiir -3 < x < 3 in ein kartesisches Koordinaten-

system. Verwenden Sie dazu Ihre bisherigen Ergebnisse und berechnen Sie zusétzlich ge-
eignete Funktionswerte. MaB3stab auf beiden Achsen: 1 LE =1 cm.

f (-3)=4,17 y
f(-2)=15 5
G

f (-0,5)=-1,88 ) f
f,(0,5)=2,13
f(2)=2,5 2
f (3)=4.83 .

| TP
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6 | 1.4.4 Der Graph der Funktion f1 néhert sich flir |x| — oo der Parabel P mit der Gleichung

1 »
X)=—X .
p(x) 5

Zeichnen Sie die Parabel P fiir —3 < x < 3 in das Schaubild von Teilaufgabe 1.4.3 ein
und berechnen Sie, fiir welche x € IR die Funktionswerte fl(x) und p(x) um weniger

als 0,05 voneinander abweichen.

If, (x)—p(x)[< 0,05
[4x* +1-1x|<0,05
<0,05
|x| >20
Somit x > 20 oder x <-20

1
X

1.5.0 Die Funktion F ist diejenige Stammfunktion der Funktion f1 fiir x>0, bei deren Graph
Gp der Wendepunkt auf der x-Achse liegt.

5 | 1.5.1 Bestimmen Sie mit Hilfe bereits vorliegender Ergebnisse das Kriimmungsverhalten des
Graphen der Funktion F.

Da F'(x)=1,(x) und F'(x)="f; (x), lasst sich aus dem Monotonieverhalten von f, auf

das Kriimmungsverhalten von F schliefen. Dazu verwendet man nun den Graphen in 1.4.3
Fir x <0 ist f; streng monoton fallend, somit ist G, fiir alle x € ]—oo; O[ rechtsge-
kriimmt.

Fir 0 <x <1 ist f; streng monoton fallend, somit ist G, fiir alle x € ]0; 1] rechtsge-
kriimmt.

Fir x >1 ist f; streng monoton steigend, somit ist G fiir alle x € [1; oo[ linksgekriimmt.
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5 | 1.5.2 Ermitteln Sie die Funktionsgleichung der Funktion F.

Die Wendestelle des Graphen der Funktion F entspricht der Extremstelle des Graphen der
Funktion f,. Da der Wendepunkt noch zusétzlich auf der x-Achse liegen soll gilt somit fiir

die Koordinaten des Wendepunkts des Graphen der Funktion F: W (1]0)

Da man die Stammfunktion von f; so bilden soll, dass der Graph der Funktion F den
Wendepunkt W(IIO) enthélt bildet man fiir x > 0 die Menge der Stammfunktionen von
f, .

F(x)=1x’+In(x)+C

Nun muss gelten:

F(1)=0
1+In(1)+C=0
c=-1

Also erhilt man: F(x)=1x+In(x)-1

4—

2.0  Gegeben ist nun die reelle Funktion g: x+>e"  —1 mit der Definitionsmenge Dg =1R.

8§ |21 Untersuchen Sie das Verhalten der Funktionswerte g(x) fiir |x| — o, berechnen

Sie die Schnittpunkte des Graphen der Funktion g mit den Koordinatenachsen und
bestimmen Sie das Monotonieverhalten der Funktion g.

lim g(x) = lim (64"" —1) = lim ¢** - lim 1 > o

X—>—00 X—>—00 X—>—00 X—>—00
—o
limg(x)=lim(e** ~1)=lime** —lim1 =1
X—© X—0 X—>0 X—0
—_—

=0
Schnittpunkt mit der y-Achse: g(0)=e*-1 = S, (O\ et - 1)
Schnittpunkt mit der x-Achse:

g(x)=0

e -1=0
e™ =1 |In(...)

4—-x=0

x=4

= S,(4/0)

g’(x)z—e“"" <0 fiir alle x e R

Somit ist die Funktion g fiir alle x € R streng monoton abnehmend.
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2.2

Die folgende Abbildung zeigt den Querschnitt einer Staumauer. Das grau dargestellte
Flachenstiick ist achsensymmetrisch zur y-Achse und wird unter anderem vom Graphen
der Funktion g und der Geraden mit der Gleichung y = 10 begrenzt.

Berechnen Sie die Mal3zahl des Flicheninhalts dieses Flachenstiicks. Runden Sie Thr Er-
gebnis auf zwei Nachkommastellen.

A Bad

Zunéchst berechnet man die Schnittstelle des Graphen der Funktion g mit der waagrech-
ten Gerade y =10.

g(x)=10
e -1=10
e =11 |[In(...)
4-x=In(11)
x=4-In(11)

Die gesuchte Fliache setzt sich nun aus zwei (je symmetrischen) Teilflichen zusammen.
A, ist die Rechtecksfliche mit der Hohe 10 und der Breite 4 — ln(l 1) .

A, =10-(4-In(11))=40-10In(11)
A, ist die Fliche, die der Graph der Funktion g mit der x-Achse und den senkrechten Ge-
raden x =4—In(11) und x =4 einschlieBt.

i - dx [ et — ]4 wy = —4—(—e47(47m(“))—(4—ln(11)))

:—5—(—e " 4410 (11))==5-(~11-4+1In(11)) =10~ In(11)
Age =2-(A,+A,)=2-(40-10In(11)+10~1In(11)) =100~ 221n(11) ~ 47,25
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