Ein guter Anfang braucht Begeisterung.
Ein gutes Ende Disziplin.

(Motto der deutschen FulRball-Nationalmannschaft
bei der WM-Teilnahme 2014 in Brasilien)
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Die im letzten Abschnitt diskutierten Funktionstypen eignen sich hervorragend um reale
Vorgange mathematisch zu modellieren. Dabei verwendet man statt der Variablen x meist die
Variable t (Zeit) und die Variable y entspricht dann meist einer von der Zeit t abhéngigen
GroRe, die oft eine Anzahl oder auch Menge beschreibt.

Bildet man bei diesen von der Zeit t abhdngigen Funktionen die erste Ableitung, dann
verwendet man dafiir eine eigene Schreibweise.

—0,5-x

Beispiel: Hatte man bisher eine Funktion f mit f(x)=4x-e™"*, so betrachtet man nun eine

Funktion N mit N(t) =4t-e %', Das x wird also mit dem Buchstaben t (Zeit) ersetzt.

Gilt fur die 1. Ableitung der Funktion f: f/(x) =46 +4x.e%**.(-0,5)=(4—2x)-e %,
so schreibt man bei der 1. Ableitung der Funktion N nach der Zeitt: N(t)

N (t) —4.e05 | gt. o705t ,(_0,5) _ (4 _ 2t) .05t

Der ,,Ableitungs-Strich* wird durch einen ,,Punkt* iiber dem Buchstaben N ersetzt und
bedeutet, dass es sich hier um eine Ableitung nach der Zeit t handelt.*

Hier einfach mal ein Beispiel:

Viele wissen es aus eigener Erfahrung: Eine Blasenentziindung ist schmerzhaft. Méanner sind
eher selten davon betroffen, wohingegen laut Umfragen mehr als jede dritte Frau ein- oder
mehrmals im Leben unter der von Arzten Zystitis genannten Erkrankung leidet.
Ublicherweise handelt es sich bei der Blasenentziindung um eine Infektion der Harnwege mit
Bakterien, selten sind Viren, Parasiten oder Pilze im Spiel. Die Keime gelangen meist von
auflen uber die Harnréhre in die Blase und fiihren dort zu einer Entziindung und Reizung der
Blasenwand. Verkuhlung und eine geschwéchte Immunabwehr — etwa durch andere
Krankheiten — begunstigen den Infekt.

Wird vom Arzt eine Blasenentziindung diagnostiziert wird zur Behandlung oft ein
Breitbandantibiotikum verschrieben, welches zweimal taglich eingenommen werden muss.

Die Funktion B mit B(t)=B,-e*** +1 und t, B, IR beschreibt die Wirkung eines

Antibiotikums auf einen bekannten Bakterienstamm bei einer Blasenentziindung. Dabei gibt
B(t) die Anzahl der Bakterienkeime in Tausend pro ml Urin an und t die Anzahl der Tage,

die vergangen sind, nachdem mit der Medikamenteneinnahme begonnen wurde.

a) Bestimmen Sie zunachst den Wert des Parameter B,, wenn zu Beginn der Behandlung ca.
26.000 Bakterien pro ml Urin festgestellt wurden.

Die Angabe fiihrt auf die Gleichung B(0)=26. Setzt man nun t=0 ein, so erhélt man:

Bo .efo,5-02+2~0 11=26
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Diese Gleichung muss man nun nach B, aufldsen.

B, e’ +1=26 |-1
1

B, =25
Somit folgt fiir die Funktion B: B(t)= 25.0705C 2 1]

Anmerkung: Bei vielen Aufgaben diesen Typs gibt es zunéchst eine (oder auch mal zwei)
unbekannte GroRen, die zu bestimmen sind. Dabei miissen aber auch immer eine (oder
zwei) Bedingung(en) (Funktionswerte bei bestimmten Zeiten) gegeben sein.

b) Bestimmen Sie die Zeitraume, in denen die Anzahl der Bakterien zu- bzw. abnimmt und
geben Sie auch die maximale Konzentration (Anzahl) an Bakterien an, die im Urin
gefunden werden.

Die Frage nach den Zeitrdumen, in denen die Anzahl der Bakterien zu- bzw. abnimmt
entspricht den Monotonieintervallen (-bereichen) der Funktion B. Dazu ben6tigt man also
die erste Ableitung der Funktion B und macht dann eine VVorzeichentabelle. Mit dieser
erhalt man gleichzeitig den Zeitpunkt t, zu dem die Konzentration maximal wird (relatives
Maximum -> Hochpunkt!).

Fur die erste Ableitung der Funktion B nach der Zeit t gilt:
B(t)=25-e %" (~t+2)=(-25t+50)-e "

Nun setzt man B(t)=0 und hat folgende Gleichung zu lésen:

(~25t+50)- 2"+ =0
#0

Nach der Nullproduktregel folgt: —25t+50=0 = t=2

Zerlegung von B: B(t)=—25(t_2).efov5t2+2t

VZT 0 2 ot
25| - -
t-2 - 0 +
e—0,5t2+2t + +
B(t) | + 0 -
9
G / N
° HP

Die Bakterienanzahl im Urin nimmt zu in [0;2], also in den ersten beiden Tagen.

Die Bakterienanzahl im Urin nimmt ab in [2;o0[ , also ab dem dritten Tag.

Die maximale Bakterienkonzentration (also Bakterienanzahl) hat man nach genau zwei
Tagen. Sie betragt: B(2) = 25.67057%22 1 1 5185, 726 also 185.726 Bakterien pro ml Urin.
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Anmerkung: Bei Aufgaben diesen Typs sucht man ,,eigentlich* nach dem absoluten
Maximum (bzw. Minimum). Daher missen auch die Funktions-Randwerte (sofern sie
existieren) berucksichtigt werden um das absolute Maximum (bzw. Minimum) zu
ermitteln!

c) Prufen Sie, wie viele Tage zwischen dem Zeitpunkt der grél3ten momentanen
Bakterienzunahme und der gréfiten momentanen Bakterienabnahme liegen.

Eine Aussage dartiber, ob eine Bakterienzunahme bzw. eine Bakterienabnahme vorliegt

liefert ja die erste Ableitung der Funktion B, also B(t). Die Frage nach der maximalen

Bakterienzunahme bedeutet, dass man das ,,Maximum* der Funktion B sucht. Also an

welcher Stelle t die zweite Ableitung B einen Vorzeichenwechsel von ,,plus* nach
,minus* aufweist. Folge dessen ist der Zeitpunkt der maximalen Bakterienabnahme, wenn

die zweite Ableitung B einen Vorzeichenwechsel von ,,minus® nach ,,plus aufweist.

Fir die zweite Ableitung der Funktion B nach der Zeit t gilt:
B(t)=-25-e %" 1 (25t +50)-e %2 . (—t +2)
B(t)=(~25+25t> ~50t 50t +100) e "2

B(t)=(25t2 100t +75)-¢ 0%

Nun setzt man B(t)=0 und hat folgende Gleichung zu losen:

(25t2 —100t + 75) e 08t
%/_/

=0
Nach der Nullproduktregel folgt: 25t> —100t+75=0
100++100° ~4-25-75 _100£50 _ [t =1
2-25 50

Mit der Mitternachtsformel folgt: t,, =

Zerlegung von B: é(t) = 25(t_1)(t_3).efo,5t2+2t

VZT 0 1 3

»t
25 + i+ +
t-1 -0 + +
t-3 - - 0+
e—0,5t2+2t + + +
B(t) +0 — 0 t
%
G N L7
B HP TP
maximale maximale
Bakterien— Bakterien—
zunahme abnahme
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Die maximale Bakterienzunahme hat man nach genau einem Tag, die maximale
Bakterienabnahme nach genau drei Tagen. Somit liegen genau zwei Tage zwischen der
maximalen Bakterienzu- und der maximalen Bakterienabnahme.

Anmerkungen:

Statt ,,maximaler Bakterienabnahme* konnte man auch ,,minimaler Bakterienzunahme*
sagen!

Auch wenn hier nicht danach gefragt ist!

Die ,,maximalen Bakterienzunahme* betriigt dann B(l) =25.e"° ~112,04, also wiirden

112.040 Bakterien pro Tag (pro ml Urin) dazukommen.

Die ,,maximalen Bakterienabnahme* betriigt dann B(B) =-25.e° ~ 558, also wiirden
es 5.580 Bakterien pro Tag (pro ml Urin) weniger werden.

d) Bestimmen Sie die Anzahl an Bakterien pro ml Urin, die ,,normal® ist, die sich also nach
langer Zeit einstellt.

Hier ist ganz einfach danach gefragt, wie viele Bakterien sich nach ,,unendlich* langer Zeit
im Urin (pro ml) befinden. Also

——0
—

lim B(t)=lim (25.e%5°+2 1) 1"

t—oo t—w

Nach langer Zeit stellt sich ein (normaler) Wert von 1.000 Bakterien pro ml Urin ein.

e) Der Patient gilt als geheilt, wenn die Anzahl der Bakterien unter 7.500 pro ml Urin
gefallen ist. Untersuchen Sie, wie lange das Medikament demzufolge mindestens
eingenommen werden muss.

Gesucht ist also die Zeit, fir die gilt: B(t)=7,5

25.0%2 1175 -1
25.60% 2 —g 5 125
e—0,5t2+2t — O, 26 | In ()

In(e®***)=In(0,26)  Gesetz!
(-0,5t*+2t)-In(e) =In(0,26)

1

—0,5t2+2t-In(0,26) =0 MNF!
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Mit der Mitternachtsformel folgt dann:

:—2i\/22—4-(—0,5).(—|n(o,26)):—21\/4—2-|n(o,26) _ {tlz—0,59 ¢ D,

2-(-0,5) -1 t,~459 D,

Da nur die positive Losung Sinn macht, sollte das Antibiotikum mindestens 5 Tage lang
genommen werden.

Aufgaben

1.0

11

Morgens um 7:00 Uhr wird eine Tasse heil3er Tee eingeschenkt. Der Abkuihlvorgang
des Tees kann durch die Funktionsgleichung T(t)=18+a-e™" (mita>0,c>0,t>0)
beschrieben werden, wobei T(t) die Temperatur des Tees in Grad Celsius angibt und t
die Zeit in Minuten. Der Abkihlvorgang beginnt zum Zeitpunkt t=0 um 7:00 Uhr.
Bei der Rechnung kann auf die Verwendung von Einheiten verzichtet werden.

Nach 2 Minuten hat der Tee eine Temperatur von 74°C und um 7:25 Uhr ist er bereits
auf 28°C abgekihlt. Bestimmen Sie aus diesen Angaben die Werte der Konstanten a
und c.

Setzen Sie in den folgenden Teilaufgaben a=65 und ¢=0,075.

1.2

13

14

2.0

2.1
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Ermitteln Sie die Temperatur des Tees um 7:00 Uhr und auf welche Endtemperatur sich
der Tee langfristig abklhlen wird. Erlautern Sie die Bedeutung der Endtemperatur im
Sachzusammenhang.

Bestimmen Sie die Werte der Ableitung von T nach 3 Minuten und nach 25 Minuten.
Erlautern Sie die Werte im Sachzusammenhang.

Der Abkuhlvorgang wird als abgeschlossen bezeichnet, wenn die Temperatur des Tees
unter 19°C fallt. Berechnen Sie, um wie viel Uhr (gerundet auf ganze Minuten) dies der
Fall ist.

Bei einer Infusion wird einem Patienten pro Minute eine konstante Menge eines
Medikaments zugefiihrt. Das im Blut angereicherte Medikament wird tber die Nieren
wieder ausgeschieden. Der Anteil der im Blut vorhandenen Medikamentenmenge, der
pro Minute abgebaut wird, wird als Ausscheidungsrate a bezeichnet.

Fur die im Blut des Patienten befindliche Menge m des Medikaments in mg
(Milligramm) zum Zeitpunkt t (in Minuten) nach Beginn der Infusion ergibt sich eine
Funktion der Form:

m(t)=100-(1-e*"), t=0 und a>0.

Bei Berechnungen kann auf die Verwendung von Einheiten verzichtet werden. Runden
Sie bei der Zeit immer auf Minuten, bei der Menge auf zwei Nachkommastellen.

Eine Minute nach Beginn der Infusion befinden sich bereits 4,88 mg des Medikaments
im Blut des Patienten. Weisen Sie nach, dass fur die Ausscheidungsrate a =0, 05(#)

gilt.
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2.2

2.3

Berechnen Sie, welche Menge des Medikaments sich nach 10 Minuten nach Anlegen
der Infusion im Blut befindet und wann die therapeutische Minimalmenge von 70 mg
erreicht wird.

Bestimmen Sie die Menge, die bei dauerhafter Infusionstherapie langfristig im Korper
des Patienten vorhanden ist.

Weisen Sie nach, dass fiir die erste Ableitung von m(t) gilt: m(t)=5-e°%",

Berechnen Sie die Werte m(10) und m(30) und interpretieren Sie Ihre Ergebnisse im
Sachzusammenhang.

2.4.0 Die dem Patienten wahrend der gesamten Infusion zugefiihrte Medikamentenmenge pro

Minute ist von Anfang an konstant.

2.4.1 Ermitteln Sie die pro Minute zugefiihrte Medikamentenmenge.

2.4.2 In einer Infusionsflasche befinden sich 1000 mg. Die Infusion wird um 8:00 Uhr

3.0

3.1

3.2
3.3

3.4
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erstmals beim Patienten angelegt. Damit werden dem Patienten ab diesem Zeitpunkt
konstant 5 mg des Medikaments pro Minute zugefiihrt. Bestimmen Sie den Zeitpunkt,
zu dem die Flasche leer ist.

Ab diesem Zeitpunkt wird das Medikament gemaB der Funktion r(t)=100-e*®" mit

t >0 abgebaut, wobei r(t) die zur Zeit t vorhandene Restmenge angibt. Begriinden

Sie, warum diese Funktion den Sachverhalt sinnvoll wiedergibt, und bestimmen Sie den
Zeitpunkt, zu dem die Pflegekraft die Infusionsflasche ersetzen muss, bevor die
therapeutische Minimalmenge von 70 mg im Blut des Patienten unterschritten wird.

Eine Gemeinde plant den Umbau einer Kreuzung, an der es unter der Woche am
Morgen héufig zu Stauungen kommt. Aus diesem Grund wird das Verkehrsaufkommen
untersucht und mathematisch modelliert. Fur die Verkehrsdichte (Anzahl der Fahrzeuge
pro Minute) an der Kreuzung ergibt sich ndherungsweise eine Funktion der Form
Z:t—0,25-t°-e™*" +5 mit 0<t<90 und a>0.

t ist die seit 7:00 Uhr vergangene Zeit in Minuten.

Bei der Rechnung kann auf die Verwendung von Einheiten verzichtet werden.

Um 7:13 Uhr betréagt die Verkehrsdichte 27 Fahrzeuge pro Minute. Bestimmen Sie
damit den Wert des Parameters a.

(Ergebnis:a =0,05[%])
Berechnen Sie die Verkehrsdichte um 7:00 Uhr und um 8:30 Uhr.

Ermitteln Sie den Zeitpunkt, an dem die Verkehrsdichte am groRten ist und berechnen
Sie die groRte Verkehrsdichte.

(Zur Kontrolle:z(t) = (O, 5t—0,0125t% - e—°’°5tj

Zeichnen Sie die Kurve fur die Verkehrsdichte in ein Koordinatensystem.
(MaBstab: 1cm£10min; 1cm £10-1)

min
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3.5

4.0

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5
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Zeigen Sie, dass die Funktion Z mit
Z(t)=-0,25e **! -(20t2 +800t+16000)+5t mit 0<t <90 eine Stammfunktion der

60
Funktion z ist und berechnen Sie jz(t)dt. Interpretieren Sie das Ergebnis im
0

Sachzusammenhang.

Computerviren sind Programme, die sich Gber das Internet rasch verbreiten und von
ihnen infizierte Rechner schadigen oder zerstéren. Wir ein neuer Virus in Umlauf
gebracht, verbreitet er sich zun&chst rasch. Die Infizierungsrate V beschreibt die Anzahl
der Computer, die sich pro Tag neu infizieren, und kann néherungsweise durch den

Funktionsterm V(t):1000-t2 -e*' mit t>0;a IR beschrieben werden.

Die Zeit t wird in Tagen angegeben, wobei t=0 derjenige Zeitpunkt ist, an dem der
neue Virus in Umlauf gebracht wird.

Bei Berechnungen kann auf die Verwendung von Einheiten verzichtet werden.
Ergebnisse sind sinnvoll zu runden.

Berechnen Sie den Wert fiir a auf 3 Dezimalstellen gerundet, wenn nach 24 Stunden die
Infizierungsrate bei 779 Computern pro Tag liegt.

[Ergebnis :a =—0, 250]

Bestimmen Sie den Grenzwert von V flr t — oo und interpretieren Sie das Ergebnis im
Sachzusammenhang.

Bestimmen Sie die Zeitintervalle, in denen die Infizierungsrate zunimmt bzw. abnimmt,
und ermitteln Sie die maximale Infizierungsrate.

[Teilergebnis ; V(t) =250. (gt 12 ) . e—O,ZSt}

Zeichnen Sie den Graphen von V fir die ersten 20 Tage in ein Koordinatensystem.
(MaBstab: t—Achse: 1cm£2Tage; V —Achse: 1cm £1000 w)

Tag

8
Kennzeichnen Sie die durch das bestimmte Integral A= Iv(t)dt beschriebene Fléche
4

im Koordinatensystem von Teilaufgabe 4.4 und schatzen Sie dessen Wert durch
geometrische Betrachtungen ndherungsweise ab.

Achten Sie dabei auf eine klare Darstellung lhrer VVorgehensweise. Interpretieren Sie die
Bedeutung des ermittelten Wertes im Sachzusammenhang.
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5.0

5.1

5.2

5.3

5.4
5.5

6.0

6.1
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Im Jahr 2015 ist die Gasforderung im Feld ,,Clipper South* in der stidlichen britischen
Nordsee angelaufen. Eine Planung fur die kommenden Jahre sieht folgende Forderraten

g(t) vor:

t |0 !5110 1520
g(t) | 108 ;156 | 220 | 300 ; 400

Dabei ist t die Zeit in Jahren seit Férderbeginn und g(t) die Forderrate in Millionen

m® pro Jahr.
Bis zum vollstandigen Abbau des Erdgasfeldes soll sich die Férderrate modellhaft durch

die Funktion g mit g(t) :(a—2,7-t)-eb't , a, b e IR, beschreiben lassen.
Bei den Rechnungen kann auf die Verwendung von Einheiten verzichtet werden.
Runden Sie lhre Ergebnisse sinnvoll.

Bestimmen Sie die Parameter a und b mithilfe der Planungsdaten fir t=0 und t =10
und interpretieren Sie den Wert von a im Sachzusammenhang.

(Teilergebnis:a=108;b=0,1)

Ermitteln Sie das Jahr, in dem die Forderrate nach dem Modell auf den Wert 0
abgesunken und damit das Feld vollstandig abgebaut sein wird.

Berechnen Sie, in welchem Jahr die Forderrate am grof3ten sein wird, und geben Sie
diese an.

(Teilergebnis :g(t)=(8,1-0,27t)- e“‘j

Zeichnen Sie den Graphen der Funktion g in ein geeignetes Koordinatensystem.

Zeigen Sie, dass die Funktion G mit G(t)=(1350-27t)-e*" eine Stammfunktion von

40
g ist, und berechnen Sie das Integral Ig(t)dt. Interpretieren Sie das Ergebnis im
0

Sachzusammenhang.

Fir Ausdauersportler ist die Laktatkonzentration L im Blut (in =) ein Indikator fiir

die Ausdauerleistungsfahigkeit. Bei Laufern wird auf dem Laufband die
Laktatkonzentration in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v des Laufers (in "Tm)

gemessen.
Die Messwerte von Laufer Max bei einem Laktattest lassen vermuten, dass die Werte

nach einer Funktion der Form L(v)=(0,02v—0,25)-e*" +b fir 0<v <19 verlaufen.

Bei den Rechnungen kann auf Benennungen verzichtet werden. Die Ergebnisse sind
gegebenenfalls auf zwei Nachkommastellen zu runden.

Berechnen Sie die Werte fir a und b, wenn die Laktatkonzentration bei Max in Ruhe
0,95 @ ynd bei einer Geschwindigkeit von 7® 0,65 ™ hetragt.

(Ergebnis:a~0,23;b=1,20)
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6.2

6.3

6.4

Untersuchen Sie mithilfe der 1. Ableitung von L den Verlauf der Laktatkonzentration
im Blut von Max und interpretieren Sie die Koordinaten des Extrempunktes im
Sachzusammenhang.

(Teilergebnis 1L’ (v)=(0,0046v—0,0375)- e°’23v)

Zeichnen Sie die Laktatkurve fiir 0<v <19 in ein Koordinatensystem.
(MaRstab: v—Achse: Icm£2kn; | —Achse: 1cm£1 mel)

Der Laktattest dient auch dazu, die personliche anaerobe Schwelle des Laufers zu
ermitteln. Bei der anaeroben Schwelle reicht der aufgenommen Sauerstoff gerade noch
aus, um den Energiebedarf in der Muskulatur zu decken.

Zur Bestimmung der anaeroben Schwelle gibt es unterschiedliche Modelle:

a) Die Steigung der Laktatkurve hat den Wert 1.

b) Die Laktatkonzentration im Blut betrdgt 42!,

Bestimmen Sie die anaerobe Schwelle fiir Max nach beiden Modellen und vergleichen
Sie die Werte. Verwenden Sie dazu fur a) als Naherungsfunktion fir die
Laktatkonzentration N(v)=e"*"""+1 und lesen Sie den Wert fiir b) aus der Zeichnung

von 6.3 ab.
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